
PHẦN MỞ ĐẦU

Cùng với sự phát triển của đất nước, sự nghiệp giáo dục cũng không ngừng đổi mới. Các nhà trường đã ngày càng chú trọng hơn đến chất lượng giáo dục toàn diện bên cạnh sự đầu tư thích đáng cho giáo dục mũi nhọn. Với vai trò là môn học công cụ, bộ môn toán đã góp phần tạo điều kiện cho các em học tốt các bộ môn khoa học tự nhiên khác.

Dạy như thế nào để học sinh không những nắm chắc kiến thức cơ bản một cách hệ thống mà phải được nâng cao để các em có hứng thú, say mê học tập là một câu hỏi mà mỗi thầy cô chúng ta luôn đặt ra cho mình.

Để đáp ứng được yêu cầu của sự nghiệp giáo dục và nhu cầu học tập của học sinh đặc biệt là học sinh khá, giỏi. Điều đó đòi hỏi trong giảng dạy chúng ta phải biết chắt lọc kiến thức, phải đi từ dễ đến khó, từ cụ thể đến trừu tượng và phát triển thành tổng quát giúp học sinh có thể phát triển tốt tư duy toán học.

Với đối tượng học sinh khá giỏi, các em có tư duy nhạy bén, có nhu cầu hiểu biết ngày càng cao, làm thế nào để các em học sinh này phát huy hết khả năng của mình, đó là trách nhiệm của các giáo viên chúng ta. “phép chia hết” là đề tài lí thú, phong phú và đa dạng của số học THCS và không thể thiếu khi bồi dưỡng học sinh khá giỏi môn toán THCS. 

Trong khuôn khổ đề tài này, tôi trình bày “một số phương pháp chứng minh chia hết”, cụ thể là: sử dụng dấu hiệu chia hết, sử dụng tính chất chia hết, xét tập hợp số dư trong phép chia, sử dụng phương pháp phân tích thành nhân tử.

B. NỘI DUNG

I/ CƠ SỞ LÝ LUẬN

 Chúng ta đang dạy học theo sự đổi mới là dạy học theo chuẩn kiến thức kỹ năng , vì thế những gì gọi là chuẩn – là cơ bản nhất cần phải nắm vững. Rèn kỹ năng giải toán chia hết cũng là chuẩn mà học sinh cần phải nắm. Hệ thống bài tập thể hiện dạng toán chia hết có vai trò quan trọng là nó giúp cho học sinh phát triển khả năng tư duy, khả năng vân dụng kiến thức một cách linh hoạt vào giải toán, trình bày lời giải chính xác và logic. Đó cũng là những kỹ năng cần thiết của học sinh khi còn ngồi trên ghế nhà trường. Có như thế mới phù hợp với sự cải tiến dạy học là phát  huy hết tính tích cực, tư duy sáng tạo của học sinh trong trường học.

II/ CƠ SỞ THỰC TIỂN 

Trong quá trình giảng dạy tôi thấy đa phần học sinh chưa có kỹ năng giải toán “chia hết” vì các em chưa biết bài toán đó cần áp dụng phương  pháp  nào để giải cho kết quả đúng nhất, nhanh nhất và đơn giản nhất. Vì vậy để nâng cao kỹ năng giải toán “chia hết” thì các em phải nắm được các dạng toán, các phương pháp gỉải, các kiến thức cơ bản được cụ thể hoá trong từng bài, từng chương. Có thể nói rằng dạng toán “chia hết” luôn là dạng toán khó đối với học sinh và không ít học sinh cảm thấy sợ khi học dạng toán này.


Là một giáo viên dạy toán tôi mong các em chinh phục được nó và không chút ngần ngại khi gặp dạng toán này. Nhằm giúp các em phát triển tư duy suy luận và óc phán đoán, kỹ năng trình bày linh hoạt. Hệ thống bài tập tôi đưa ra từ dễ đến khó, bên cạnh đó còn có những bài tập nâng cao dành cho học sinh giỏi được lồng vào các tiết luyện tập. Lượng bài tập cũng tương đối nhiều nên các em có thể tự học, tự chiếm lĩnh tri thức thông qua hệ thống bài tập áp dụng này, điều đó giúp các em hứng thú học tập hơn rất nhiều.

III/  NỘI DUNG VẤN ĐỀ

Hệ thống hóa lý thuyết chia hết và bài tập vận dụng tương ứng, từ dạng cơ bản nhất đến tương đối và khó hơn. Trong quá trình giải  nhiều dạng bài tập là đã hình thành khắc sâu cho các em kỹ năng giải các dạng toán chia hết.Giáo viên nêu ra các dấu hiệu chia hết hay là các phương pháp chứng minh chia hết trong SGK ,ngoài ra bổ sung thêm một số phương pháp cần thiết nhất để vận dụng vào nhiều dạng bài tập khác nhau.


TÓM TẮT LÝ THUYẾT

1. ĐỊNH NGHĨA PHÉP CHIA

Cho 2 số nguyên a và b trong đó b ( 0 ta luôn tìm được hai số nguyên q và r duy nhất sao cho:

a = bq + r Với 0 ( r < ( b(
           Trong đó: a là số bị chia, b là số chia, q là thương, r là số dư.

Khi a chia cho b có thể xẩy ra ( b( số dư


r ( {0; 1; 2; …; ( b(-1}

Đặc biệt: r = 0 thì a = bq, khi đó ta nói a chia hết cho b hay b chia hết a.


Ký hiệu: a(b hay b\ a

	 Vậy:      a ( b ( Có số nguyên q sao cho a = bq


2. CÁC TÍNH CHẤT

Với ( a ( 0 ( a ( a

Nếu a ( b và b ( c ( a ( c

Với ( a ( 0 ( 0 ( a

Nếu a, b > 0 và a ( b ; b ( a ( a = b

Nếu a ( b và c bất kỳ ( ac ( b

Nếu a ( b ( ((a) ( ((b)

Với ( a ( a ( ((1)

Nếu a ( b và c ( b ( a ( c ( b

 Nếu a + b ( c và a ( c ( b ( c

 Nếu a ( b và  n > 0 ( an ( bn
 Nếu ac ( b và (a, b) =1 ( c ( b

 Nếu a ( b, c ( b và m, n bất kỳ am + cn ( b

 Nếu a ( b và c ( d ( ac ( bd

 Tích n số nguyên liên tiếp chia hết cho n!

3. MỘT SỐ DẤU HIỆU CHIA HẾT


Gọi N = 
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3.1. Dấu hiệu chia hết cho 2; 5; 4; 25; 8; 125
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3.2. Dấu hiệu chia hết cho 3 và 9
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3.3. Một số dấu hiệu khác
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4. ĐỒNG DƯ THỨC

4.1. Định nghĩa: Cho m là số nguyên dương. Nếu hai số nguyên a và b cho cùng số dư khi chia cho m thì ta nói a đồng dư với b theo modun m.


Ký hiệu: a ( b (modun)


Vậy: a ( b (modun) ( a - b ( m

4.2. Các tính chất

Với ( a ( a ( a (modun)

Nếu a ( b (modun) ( b ( a (modun)

Nếu a ( b (modun), b ( c (modun) ( a ( c (modun)

Nếu a ( b (modun) và c ( d (modun) ( a+c ( b+d (modun)

Nếu a ( b (modun) và c ( d (modun) ( ac ( bd (modun)

Nếu a ( b (modun), d ( Uc(a, b) và (d, m) =1 

       ( 
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Nếu a ( b (modun), d > 0 và d ( Uc (a, b, m) 
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5. MỘT SỐ ĐỊNH LÝ
5.1. Định lý Euler


Nếu m là 1 số nguyên dương ((m) là số các số nguyên dương nhỏ hơn m và nguyên tố cùng nhau với m, (a, m) = 1



Thì  a((m)  ( 1 (modun)

Công thức tính ((m)

Phân tích m ra thừa số nguyên tố


m = p1(1 p2(2 … pk(k  với  pi ( p; (i ( N*
Thì  ((m) = m(1 - 
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5.2. Định lý Fermat


Nếu p là số nguyên tố và a không chia hết cho p thì   ap-1  ( 1 (modp)
5.3. Định lý Wilson


Nếu p là số nguyên tố thì

( p - 1)! + 1 (  0 (modp)

CÁC PHƯƠNG PHÁP GIẢI BÀI TOÁN CHIA HẾT

1. Phương pháp 1: SỬ DỤNG DẤU HIỆU CHIA HẾT

Ví dụ 1: Tìm các chữ số a, b sao cho 
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Giải
Ta thấy 45 = 5.9 mà (5 ; 9) = 1 

để 
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Xét 
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Nếu b = 0 ta có số 
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                                               ( a + 11 ( 9 

                                               ( a = 7

Nếu b = 5 ta có số 
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( 9 ( a + 5 + 6 + 5 ( 9

                                               ( a + 16 ( 9 

                                               ( a = 2

Vậy:  a = 7 và b = 0 ta có số 7560

          a = 2 và b = 5 ta có số 2565
Ví dụ 2: Biết tổng các chữ số của 1 số là không đổi khi nhân số đó với 5. Chứng minh rằng số đó chia hết cho 9.

Giải
Gọi số đã cho là a

Ta có: a và 5a khi chia cho 9 cùng có 1 số dư 

( 5a - a ( 9 ( 4a ( 9  mà (4 ; 9) = 1

( a ( 9 (Đpcm)
Ví dụ 3: Chứng minh rằng số  
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Ta thấy: 111111111 ( 9

Có  
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= 111111111(1072 + 1063 + … + 109 + 1)

Mà tổng 1072 + 1063 + … + 109 + 1 có tổng các chữ số bằng 9 ( 9

( 1072 + 1063 + … + 109 + 1 ( 9 

Vậy:  
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Ví dụ 4: Tìm các chữ số a và b sao cho 
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 chia hết cho 5 và 8

Giải
Vì 
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 chia hết cho 5 nên b=0 hoặc b=5 và 
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chia hết cho 8 nên suy ra b=0

Mặt khác , 
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 chia hết cho 8 nên 
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chia hết cho 4 khi 
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chia hết cho 4 suy ra a 
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{0;2;4;6;8}. Ta có 
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 chia hết cho 8 khi 
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chia hết cho 8 nên a=2 hoặc a=6. Vậy nếu a=2 thì b=0 và nếu a=6 thì b=0 nên số cần tìm là 1920 và 1960

Ví dụ 5: Chữ số a là bao nhiêu để 
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 chia hết cho cả 3 và 8

Giải

Vì 
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 EMBED Equation.3  [image: image44.wmf]M
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8 suy ra 100a
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Vậy a là số chẵn
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a (( 2, 4, 6, 8}  (1).

Vì 
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Mà 15
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   5a
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Mà (5, 3) = 1


Suy ra a 
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 a (( 3, 6 ,9}  (2). 

Từ (1) và (2 ) suy ra a = 6

KL: Vậy số phải tìm là 6666696.

Ví dụ 6:  Tìm chữ số a để 
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 EMBED Equation.3  [image: image61.wmf]M
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Giải
HD: tổng các chữ số hàng lẻ là 2 + a .Tổng các chữ số hàng chẵn là  2a.
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2a – (a + 2)
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a - 2
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a = 2  

.Vậy a=2
BÀI TẬP TƯƠNG TỰ

Bài 1: Tìm các chữ số x, y sao cho 

a.  
[image: image70.wmf]345

xy

( 4 và 9

b.  
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x

( 17

Bài 2: Cho số N =
[image: image72.wmf]dcba

    Chứng minh rằng:

a. N ( 4 ( (a + 2b) ( 4


b. N ( 16 ( (a + 2b + 4c + 8d) ( 16 với b chẵn


c. N ( 29 ( (d + 3c + 9b + 27a) ( 29

Bài 3: Tìm tất cả các số có 2 chữ số sao cho mỗi số gấp 2 lần tích các chữ số của số đó.

Bài 4: Viết liên tiếp tất cả các số có 2 chữ số từ 19 đến 80 ta được số 

A = 192021…7980. Hỏi số A có chia hết cho 1980 không ? Vì sao?

Bài 5: Tổng của 46 số tự nhiên liên tiếp có chia hết cho 46 không? Vì sao?

Bài 6: Chứng minh rằng:  a) 
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                                          c) 
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             d) 
[image: image76.wmf]4

715

n

-

M


Bài 7: Chứng minh rằng nếu 
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 HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ

Bài 1: 

x =4 và y = 2 ta có số 34452

    x =0 và y = 6 ta có số 34056

b. 
[image: image80.wmf]278

x

 = 17 (122 + 6x) + 2(2-x)(17 ( x = 2

    Ta có số 2278

Bài 2:  

a. N(4 (
[image: image81.wmf]ba

(4 ( 10b + a (4 ( 8b + (2b + a) ( 4

                                                 ( a + 2b ( 4

b. N(16 ( 1000d + 100c + 10b + a(16

   ( (992d + 96c + 8b) + (8d + 4c + 2b + a) (16

    ( a + 2b + 4c + 8d ( 16 với b chẵn

c. Có 1000(d + 3c + 9b + 27a) - 
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Bài 3: 

Gọi 
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 là số có 2 chữ số

Theo bài ra ta có:  
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= 10a + b = 2ab (1)
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Thay vào (1) a = 3; b = 6

Bài 4: 

Có 1980 = 22.32.5.11 

Vì 2 chữ số tận cùng của a là 80 ( 4 và 5

( A( 4 và 5

Tổng các số hàng lẻ 1+(2+3+…+7).10+8 = 279

Tổng các số hàng chẵn 9+(0+1+…+9).6+0 = 279

Có 279 + 279 = 558 ( 9 ( A ( 9

     279  -  279 = 0 ( 11  ( A ( 11
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Bài 5: 

Tổng 2 số tự nhiên liên tiếp là 1 số lẻ nên không chia hết cho 2. 

Có 46 số tự nhiên liên tiếp ( có 23 cặp số mỗi cặp có tổng là 1 số lẻ ( tổng 23 cặp không chia hết cho 2. Vậy tổng của 46 số tự nhiên liên tiếp không chia hết cho 46.

Bài 7: Chứng minh rằng nếu 
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   Bài làm :

                  + Ta có : 
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 100 a + 10 b +  c 
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Từ (1);(2);(3) ta suy ra : 
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2. Phương pháp 2: SỬ DỤNG TÍNH CHẤT CHIA HẾT         
* Chú ý: Trong n số nguyên liên tiếp có 1 và chỉ 1 số chia hết cho n.

Chứng minh:

Gọi n là số nguyên liên tiếp:    m + 1;  m + 2;  … m + n  với  m ( Z,  n ( N*
Lấy n số nguyên liên tiếp trên chia cho n thì ta được tập hợp số dư là: 

{0; 1; 2; … n - 1}

* Nếu tồn tại 1 số dư là 0: giả sử  m + i = nqi ;  
[image: image108.wmf]1,

in
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* Nếu không tồn tại số dư là 0 ( không có số nguyên nào trong dãy chia hết cho n ( phải có ít nhất 2 số dư trùng nhau.

Giả sử: 
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  ( i - j  = n(qi - qj) ( n ( i - j  (  n

mà (i - j(< n ( i - j  = 0 ( i = j


  ( m + i = m + j

Vậy trong n số đó có 1 số và chỉ 1 số đó chia hết cho n.
Ví dụ 1:  Chứng minh rằng: 

a. Tích của 2 số nguyên liên tiếp luôn chia hết cho 2

b. Tích của 3 số nguyên liên tiếp chia hết cho 6.

Giải
a. Trong 2 số nguyên liên tiếp bao giờ cũng có 1 số chẵn

( Số chẵn đó chia hết cho 2.

Vậy tích của 2 số nguyên liên tiếp luôn chia hết cho 2.

b. Tích 2 số nguyên liên tiếp luôn chia hết cho 2 nên tích của 3 số nguyên liên tiếp luôn chia hết cho 2

Trong 3 số nguyên liên tiếp bao giờ cũng có 1 số chia hết cho 3.

( Tích 3 số đó chia hết cho 3 mà (2; 3) = 1.

Vậy tích của 3 số nguyên liên tiếp luôn chia hết cho 6.

Ví dụ 2:  Chứng minh rằng: Tổng lập phương của 3 số nguyên liên tiếp luôn chia hết cho 9.

Giải
Gọi 3 số nguyên liên tiếp lần lượt là: n - 1 ,  n ,  n+1

Ta có: A = (n - 1)3 + n3 + (n + 1)3

    = 3n3 - 3n + 18n + 9n2 + 9

    = 3(n - 1)n (n+1) + 9(n2 + 1) + 18n

Ta thấy (n - 1)n (n  + 1) ( 3 (Chứng minh  Ví dụ 1)

( 3(n - 1)n (n + 1) ( 9

mà 
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Ví dụ 3: Chứng minh rằng: n4 - 4n3 - 4n2 +16n ( 384 với ( n chẵn, n(4

Giải

Vì n chẵn, n(4 ta đặt n = 2k, k(2

Ta có n4 -  4n3 - 4n2 + 16n = 16k4 - 32k3 - 16k2 + 32k

           = 16k(k3 - 2k2 -  k + 2)

           = 16k(k - 2) (k - 1)(k + 1)

Với k ( 2 nên k - 2, k - 1, k + 1, k là 4 số tự nhiên liên tiếp nên trong 4 số đó có 1 số chia hết cho 2 và 1 số chia hết cho 4. 

( (k - 2)(k - 1)(k + 1)k ( 8

Mà (k - 2) (k - 1)k  ( 3  ;  (3,8)=1

( (k - 2) (k - 1) (k + 1)k ( 24

( 16(k - 2) (k - 1) (k + 1)k ( 16.24

Vậy  n4 - 4n3 - 4n2 +16n ( 384 với ( n chẵn, n ( 4

Ví dụ 4: Chứng minh rằng với mọi số nguyên n thì :

A= 3n+2 – 2 n+2 + 3n – 2 n chia hết cho 10 

B = 10 n – 18 n – 1 chia hết cho 27 

Giải

A= 3n+2 – 2 n+2 + 3n – 2 n 
        = 3n (32 + 1) – 2 n (22 +1)

        = 10 . 3n – 5 .2n 

            = 10 . (3n –2n-1) 
[image: image111.wmf]M

 10

Vậy A chia hết cho 10.

   b.  B = 10 n + 18 n – 1

       = 10n – 1 – 9n +27n

            
[image: image112.wmf]{
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Ví dụ 5: chứng minh rằng

a)  n5 - n chia hết cho 30 với n ( N    ;    

b) n4 -10n2  + 9 chia hết cho 384 với mọi n lẻ n(  Z

Giải

n5 - n = n(n4 - 1) = n(n - 1)(n + 1)(n2 + 1) = (n - 1).n.(n + 1)(n2 + 1) 
[image: image113.wmf]M
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 Vì (n - 1).n.(n+1) là tích của ba số tự nhiên liên tiếp nên chia hết cho 2 và 3 (*)

Mặt khác   n5 - n = n(n2 - 1)(n2 + 1) = n(n2 - 1).(n2 - 4 + 5) 

                                                         = n(n2 - 1).(n2 - 4 ) + 5n(n2 - 1)

                                                         = (n - 2)(n - 1)n(n + 1)(n  + 2) + 5n(n2 - 1)

Vì (n - 2)(n - 1)n(n + 1)(n  + 2) là tích của 5 số tự nhiên liên tiếp nên chia hết cho 5

 5n(n2 - 1) chia hết cho 5

Suy ra (n - 2)(n - 1)n(n + 1)(n  + 2) + 5n(n2 - 1) chia hết cho 5 (**)

Từ (*) và (**) suy ra đpcm

b) Đặt A = n4 -10n2  + 9 = (n4 -n2 ) - (9n2 - 9) 

                                      =  (n2 - 1)(n2 - 9) = (n - 3)(n - 1)(n + 1)(n + 3)

Vì n lẻ nên đặt n = 2k + 1 (k 
[image: image114.wmf]Î

 Z) thì 

A = (2k - 2).2k.(2k + 2)(2k + 4) = 16(k - 1).k.(k + 1).(k + 2) 


[image: image115.wmf]Þ

 A chia hết cho 16 (1)

Và  (k - 1).k.(k + 1).(k + 2) là tích của 4 số nguyên liên tiếp nên A có chứa bội của 2, 3, 4 nên A là bội của 24 hay A chia hết cho 24 (2)

Từ (1) và (2) suy ra A chia hết cho 16. 24 = 384

BÀI TẬP TƯƠNG TỰ

Bài 1: Chứng minh rằng: 

    a. n(n + 1) (2n + 1) ( 6

    b. n5 - 5n3 + 4n ( 120 Với ( n ( N

Bài 2: Chứng minh rằng: n4 + 6n3 + 11n2 + 6n ( 24 Với ( n ( Z

Bài 3: Chứng minh rằng: Với ( n lẻ thì

n2 + 4n + 3 ( 8

n3 + 3n2 -  n - 3 ( 48

n12 - n8 -  n4 + 1 ( 512

Bài 4: Chứng minh rằng:  a) 
[image: image116.wmf](57)(46)2
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Bài 5: Chứng minh rằng: 
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HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ

Bài 1: 

a. n(n + 1)(2n + 1) = n(n + 1) [(n - 1) + (n + 2)]

= n(n + 1) (n - 1) + n(n + 1) (n + 2) ( 6

b. n5 - 5n3 + 4n = (n4 - 5n2 + 4)n

= n(n2 - 1) (n2 - 4)

= n(n + 1) (n - 1) (n + 2) (n - 2) ( 120

Bài 2: 

n4 + 6n3 + 6n + 11n2

= n(n3 + 6n2 + 6 + 11n)

= n(n + 1) (n + 2) (n + 3) ( 24

Bài 3: 

a. n2 + 4n + 3 = (n + 1) (n + 3) ( 8

b. n3 + 3n2 - n - 3 = n2(n + 3) - (n + 3)

= (n2 - 1) (n + 3)

= (n + 1) (n - 1) (n + 3)

= 2k(2k + 4) (2k + 2) (với n = 2k + 1, k ( N)

= 8k(k + 1) (k +2) ( 48

c. n12 - n8 - n4 + 1 = n8 (n4 - 1) - (n4 - 1)

= (n4 - 1) (n8 - 1)

= (n4 - 1)2 (n4 + 1) 

= (n2 - 1)2 (n2 + 1)2 (n4 + 1)

= 16k2 (k + 1)2 (n2 + 1)2 (n4 + 1) với n = 2k + 1 

Mà n2 + 1 và n4 + 1 là những số chẵn ( (n2 + 1)2 ( 22 và n4 + 1 ( 2

( n12 - n8 -  n4 + 1 ( (24.22. 22.21)

Vậy n12 - n8 - n4 + 1 ( 512

3. Phương pháp 3: XÉT TẬP HỢP SỐ DƯ TRONG PHÉP CHIA

Ví dụ 1: Chứng minh rằng: Với ( n ( N

Thì A(n) = n(2n + 7) (7n + 1) chia hết cho 6

Giải

Ta thấy 1 trong 2 thừa số n và 7n + 1 là số chẵn. Với ( n ( N ( A(n) ( 2

Ta chứng minh A(n) ( 3

Lấy n chia cho 3 ta được n = 3k + r (k ( N)

Với r ( {0; 1; 2}

Với r = 0 ( n = 3k ( n ( 3 ( A(n) ( 3

Với r = 1 ( n = 3k + 1 ( 2n + 7 = 6k + 9 ( 3 ( A(n) ( 3 

Với r = 2 ( n = 3k + 2 ( 7n + 1 = 21k + 15 ( 3 ( A(n) ( 3

( A(n) ( 3 với ( n mà (2, 3) = 1

Vậy A(n) ( 6 với ( n ( N

Ví dụ 2: Chứng minh rằng: Nếu n không chia hết cho 3 thì 

A(n) = 32n + 3n + 1 ( 13 Với ( n ( N

Giải

Vì n không chia hết cho 3 ( n = 3k + r (k ( N); r ( {1; 2}

( A(n) = 32(3k + r) + 33k+r + 1 

= 32r(36k - 1) + 3r (33k - 1) + 32r + 3r + 1

ta thấy 36k - 1 = (33)2k - 1 = (33 - 1)M  = 26M ( 13

33k - 1 = (33 - 1)N = 26N ( 13

với r = 1 ( 32r + 3r + 1 = 32 + 3 +1 = 13 ( 13

( 32r + 3r + 1 ( 13

với r = 2 ( 32r + 3r + 1 = 34 + 32 + 1 = 91 ( 13

( 32r + 3r + 1( 13

Vậy với n không chia hết cho 3 thì A(n) = 32n + 3n + 1 ( 13 Với ( n ( N

Ví dụ 3: Tìm tất cả các số tự nhiên n để 2n - 1 ( 7

Giải

Lấy n chia cho 3 ta có n = 3k + r (k ( N); r ( {0; 1; 2}

Với r = 0 ( n = 3k ta có 

2n - 1 = 23k - 1 = 8k - 1 = (8 - 1)M = 7M ( 7

với r =1 ( n = 3k + 1 ta có:

2n - 1 = 28k +1 - 1 = 2.23k - 1 = 2(23k - 1) + 1

           mà 23k - 1 ( 7 ( 2n - 1 chia cho 7 dư 1

với r = 2 ( n = 3k + 2 ta có :

2n - 1 = 23k + 2 - 1 = 4(23k - 1) + 3 

           mà 23k - 1 ( 7 ( 2n - 1 chia cho 7 dư 3

Vậy 23k - 1 ( 7 ( n = 3k (k ( N)

Ví dụ 4: Tìm n 
[image: image120.wmf]Î

 N để:

a) 3n – 1 chia hết cho 8

b) A = 32n  + 3 + 24n + 1 chia hết cho 25

c) 5n – 2n chia hết cho 9

Giải

a) Khi n = 2k (k
[image: image121.wmf]Î

 N) thì 3n – 1 = 32k – 1 = 9k – 1 chia hết cho 9 – 1 = 8

   Khi n = 2k + 1 (k
[image: image122.wmf]Î

 N) thì 3n – 1 = 32k + 1  – 1 = 3. (9k – 1 ) + 2 = 3.8M + 2

Vậy : 3n – 1 chia hết cho 8 khi n = 2k (k
[image: image123.wmf]Î

 N)

b) A = 32n  + 3 + 24n + 1 = 27 . 32n  + 2.24n 

                                   =  (25 + 2) 32n  + 2.24n = 25. 32n  + 2.32n  + 2.24n
          = 25. 32n + 2(9n  + 16n) 

Nếu n = 2k +1(k
[image: image124.wmf]Î

 N) thì 9n  + 16n = 92k + 1 + 162k + 1 chia hết cho 9 + 16 = 25

Nếu n = 2k  (k
[image: image125.wmf]Î

 N) thì 9n có chữ số tận cùng bằng 1 , còn 16n có chữ số tận cùng bằng 6

suy ra 2(9n  + 16n) có chữ số tận cùng bằng 4 nên A không chia hết cho 5 nên không chia hết cho 25

Vậy :A = 32n  + 3 + 24n + 1 chia hết cho 25 khi n = 2k +1(k
[image: image126.wmf]Î

 N)

c) Nếu n = 3k (k
[image: image127.wmf]Î

 N) thì 5n – 2n =  53k – 23k chia hết cho 53 – 23 = 117 nên chia hết 

cho 9

Nếu n = 3k + 1 thì 5n – 2n =  5.53k – 2.23k 

                                           = 5(53k – 23k) + 3. 23k = 5. 9M + 3. 8k
                                           =5. 9M + 3. (9-1)k
                                                    =5. 9M+9.N + 3(-1)k
[image: image128.wmf]9
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Tương tự:  nếu n = 3k + 2 thì 5n – 2n không chia hết cho 9

Vậy : 5n – 2n chia hết cho 9 khi n = 3k (k
[image: image129.wmf]Î

 N)

  Bài 61 : Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n ta có : 

9n + 1 không chia hết cho 100 

n2 + n + 2 không chia hết cho 15 

 Bài làm : 

ta có : 9n + 1 
[image: image130.wmf]º

 2(mod 4) 
[image: image131.wmf]Þ

 9n + 1 
[image: image132.wmf]M

 4 
[image: image133.wmf]Þ

9n + 1 
[image: image134.wmf]M
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    b.Ta chứng minh n2 + n + 2 không chia hết cho 3 với mọi n 

Cách 1 : 

Với n = 3k thì n2 + n + 2 = 9k2 +3k +2 
[image: image135.wmf]M

 3

Với  n = 3k + 1 thì n2 + n + 2 = (3k + 1)2 + 3k + 1 + 2 
[image: image136.wmf]º

1(mod 3)

Với n = 3k + 2 thì n2 + n + 2 = (3k + 2)2 + 3k + 2 + 2 
[image: image137.wmf]º

2(mod 3) 

Vậy n2 + n + 2 không chia hết cho 3 với mọi n hay  n2 + n + 2 không chia hết cho 15  với mọi số tự nhiên n .

Cách 2 :  ta có : n2 + n + 2 = (n2 – 1 )+n + 3 = (n – 1 )(n+ 1)+n+3 

Nếu n 
[image: image138.wmf]M

3 thì (n – 1 )(n+ 1) 
[image: image139.wmf]M

 3 do đó n2 + n + 2 
[image: image140.wmf]M

 3

Nếu n
[image: image141.wmf]M

 3 thì n – 1 
[image: image142.wmf]M

3 hoặc n+ 1 
[image: image143.wmf]M

3 khi đó (n – 1 )(n+ 1) 
[image: image144.wmf]M
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[image: image145.wmf]Þ

 n2 + n + 2 
[image: image146.wmf]M

 3

Vậy n2 + n + 2 
[image: image147.wmf]M

 3 với mọi số tự nhiên n hay  n2 + n + 2 không chia hết cho 15  với mọi số tự nhiên n .

Bài 62 : Chứng minh rằng : 

a. n2 + n + 1 không chia hết cho 9 với mọi n 
[image: image148.wmf]Î

 N

b. n2 + 11n + 39 không chia hết cho 49 với mọi n 
[image: image149.wmf]Î

 N

    Bài làm : 

Cách  1 : 

Nếu n 
[image: image150.wmf]M

3 thì n2 + n + 1 
[image: image151.wmf]º

1(mod 3) 
[image: image152.wmf]Þ

 n2 + n + 1
[image: image153.wmf]M

 9

Nếu n = 3k + 1 thì n2 + n +1=(3k + 1)2 + 3k + 1 + 1 

                                                                 = 9(k2 +k) +3 
[image: image154.wmf]M

 9

Nếu n = 3k + 2 thì n2 + n + 2 = (3k + 2)2 +3k + 2 + 1
[image: image155.wmf]º

1(mod 3),  suy ra n2 + n + 1
[image: image156.wmf]M

 9 

 Vậy n2 + n + 1
[image: image157.wmf]M

 9 với mọi n 
[image: image158.wmf]Î

 N

         Cách  2 : 

                   Giả sử n2 + n + 1
[image: image159.wmf]M

9 , khi đó n2 + n + 1
[image: image160.wmf]M

3.Ta có : 

                         n2 + n + 1= (n + 2 )(n – 1 ) + 3 
[image: image161.wmf]M

3 
[image: image162.wmf]Þ

(n + 2 )(n – 1 ) 
[image: image163.wmf]M

3

Vì 3 là số nguyên tố nên n + 2 
[image: image164.wmf]M

3 hoặc n – 1 
[image: image165.wmf]M

3, 

    nhưng hiệu (n + 2) - (n – 1 ) = 3
[image: image166.wmf]M

3 nên n + 2 và n – 1 đồng thời chia hết cho 3.

Khi đó (n+ 2)(n – 1 ) 
[image: image167.wmf]M

9 mà  (n + 2 )(n – 1 ) + 3 
[image: image168.wmf]M

9 
[image: image169.wmf]Þ

3 
[image: image170.wmf]M

9(vô lí )

Vậy   n2 + n + 1
[image: image171.wmf]M

 9 với mọi n 
[image: image172.wmf]Î

 N 

  Cách 3 : Giả sử n2 + n + 1 = 9k (k
[image: image173.wmf]Î

 N) ,

suy ra phương trình n2 + n + 1 –9k  = 0 có nghiệm nguyên .

   ta có : 
[image: image174.wmf]D

= 1 – 4(1 – 9k ) = 36k – 3  chia hết cho  3 nhưng  
[image: image175.wmf]D

 không chia hết cho 9 nên 
[image: image176.wmf]D

 không là số chính phương (vô lý ) 

     Vậy phương trình không có  nghiệm nguyên hay n2 + n + 2 
[image: image177.wmf]M

 9 với mọi n 
[image: image178.wmf]Î

 N .

Giả sử n2 +11n + 39 
[image: image179.wmf]M

49 


[image: image180.wmf]Þ

n2 +11n + 39 = (n +9)(n+2) + 21 
[image: image181.wmf]M

7 
[image: image182.wmf]Þ

 (n +9)(n+2) 
[image: image183.wmf]M

7
[image: image184.wmf]Þ

 n + 9 
[image: image185.wmf]M

7 và n + 2 
[image: image186.wmf]M

7  ( vì n + 9 – ( n + 2) =  7 
[image: image187.wmf]M

7 ) 

                                                             
[image: image188.wmf]Þ

 (n +9)(n+2) 
[image: image189.wmf]M

49

      Mà theo giả sử   n2 +11n + 39 = (n +9)(n+2) + 21 
[image: image190.wmf]M

49   
[image: image191.wmf]Þ

 21  
[image: image192.wmf]M

49  (vô lý )  

    Vậy           n2 + n + 2 
[image: image193.wmf]M

 9 với mọi n 
[image: image194.wmf]Î

 N .

    Lưu ý : Các cách khác được tiến hành tương tự như trên

2.Bài tập đề nghị : 

  Bài 63 : Cho n là một số tự nhiên , chứng minh : 

n2 + 11n +39 không chia hết cho 49 

n2 + 3n +5 không chia hết cho 121

n2 + 4n + 5 không chia hết cho 8 với mọi n lẻ 

Bài 64 : Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương n ta có : 

a.212n+1  + 172n + 1 + 17 không chia hết cho 19

b. 42n+1 + 3n+2 – 1 không chia hết cho 13     

BÀI TẬP TƯƠNG TỰ

Bài 1: Chứng minh rằng: An  = n(n2 + 1)(n2 + 4) ( 30 Với ( n ( Z

Bài 2: Chứng minh rằng: Nếu (n, 6) =1 thì n2 - 1 ( 24 Với ( n ( Z

Bài 3: Tìm số tự nhiên n để 22n + 2n + 1 ( 7

Bài 4: Cho 2 số tự nhiên m, n để thoả mãn 24m4 + 1 = n2
CMR: mn ( 55

HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ

Bài 1: + A(n) ( 6


+ Lấy n chia cho 5 ( n = 5q + r ,   r ( {0; 1; 2; 3; 4}

r = 0 ( n ( 5 ( A(n) ( 5

r = 1, 4 ( n2 + 4 ( 5 ( A(n) ( 5

r = 2; 3 ( n2 + 1 ( 5 ( A(n) ( 5

( A(n) ( 5 ( A(n) ( 30

Bài 2: Vì (n, 6) =1 ( n = 6k + r  (k ( N)

Với r ( {(1}

r = (1( n2 - 1 ( 24

Bài 3: Xét n = 3k + r (k ( N) 

Với r ( {0; 1; 2}

Ta có: 22n + 2n + 1 = 22r(26k - 1) + 2r(23k - 1) + 22r + 2r + 1

Làm tương tự VD3

Bài 4: Có 24m4 + 1 = n2 = 25m4 - (m4 - 1)

Khi m ( 5 ( mn ( 5

Khi m không chia hết 5 thì (m, 5) = 1 ( m4 - 1 ( 5

(Vì m5 - m ( 5 ( m(m4 - 1) ( 5 ( m4 - 1 ( 5)

( n2 ( 5 

Vậy mn ( 5

4. Phương pháp 4: SỬ DỤNG PHƯƠNG PHÁP PHÂN TÍCH THÀNH NHÂN TỬ

Giả sử chứng minh an ( k

Ta có thể phân tích an chứa thừa số k hoặc phân tích thành các thừa số mà các thừa số đó chia hết cho các thừa số của k.

Ví dụ 1: chứng minh rằng

a) 251 - 1 chia hết cho 7                      b) 270 + 370 chia hết cho 13
c) 1719 + 1917 chi hết cho 18              d) 3663 - 1 chia hết cho 7 nhưng không chia hết cho 37

e) 24n  -1 chia hết cho 15 với n( N 

Giải
a) 251 - 1 = (23)17 - 1 
[image: image195.wmf]M

 23 - 1 = 7

b) 270 + 370 (22)35 + (32)35 = 435 + 935 
[image: image196.wmf]M

 4 + 9 = 13

c) 1719 + 1917 =  (1719 + 1) + (1917 - 1) 

1719 + 1 
[image: image197.wmf]M

 17 + 1 = 18 và 1917 - 1 
[image: image198.wmf]M

 19 - 1 = 18 nên  (1719 + 1) + (1917 - 1) 

hay 1719 + 1917 
[image: image199.wmf]M

 18

d) 3663 - 1 
[image: image200.wmf]M

 36 - 1 = 35 
[image: image201.wmf]M

 7

     3663 - 1 = (3663 + 1) - 2  chi cho 37 dư - 2

e) 2 4n - 1 = (24) n - 1 
[image: image202.wmf]M

 24 - 1 = 15

Ví dụ 2: Chứng minh rằng:  36n - 26n ( 35 Với ( n ( N

Giải

Ta có 36n - 26n = (36)n - (26)n = (36 - 26)M

= (33 + 23) (33 - 23)M

= 35.19M ( 35 

Vậy 36n - 26n ( 35 Với ( n ( N

Ví dụ 3: Chứng minh rằng:  Với ( n là số tự nhiên chẵn thì biểu thức

 A = 20n + 16n - 3n - 1 ( 232

Giải

Ta thấy 232 = 17.19 mà (17;19) = 1 ta chứng minh

A ( 17 và A ( 19 ta có A = (20n - 3n) + (16n - 1) có 20n - 3n = (20 - 3)M ( 17M

16n - 1 = (16 + 1)M = 17M ( 17 (n chẵn)

( A ( 17 (1)

Ta có: A = (20n - 1) + (16n - 3n) 

có 20n - 1 = (20 - 1)p = 19p ( 19 

có 16n - 3n = (16 + 3)Q = 19Q ( 19 (n chẵn)

( A ( 19 (2)

Từ (1) và (2) ( A ( 232

Ví dụ 4: Chứng minh rằng:  nn - n2 + n - 1 ( (n - 1)2 Với ( n >1
Giải

Với n = 2 ( nn - n2 + n - 1 = 1 

và (n - 1)2 = (2 - 1)2 = 1

( nn - n2 + n - 1( (n - 1)2

với n > 2 đặt A = nn - n2 + n - 1 ta có A = (nn - n2) + (n - 1)

= n2(nn-2 - 1) + (n - 1)

= n2(n - 1) (nn-3 + nn-4 + … + 1) + (n - 1)

= (n - 1) (nn-1 + nn-2 + … + n2 +1) 

= (n - 1) [(nn-1 - 1) + … +( n2 - 1) + (n - 1)]

= (n - 1)2M ( (n - 1)2
Vậy A ( (n - 1)2 (ĐPCM)     

Ví dụ 5 : Cho n là số nguyên dương và k là số tự nhiên lẻ .Chứng minh rằng : 1k  + 2k + …+ nk  
[image: image203.wmf]M

  1+ 2+ …+ n 

    Bài làm : 

       Đặt :                        S = 1k  + 2k + …+ nk   

  
[image: image204.wmf]Þ

   2S = 1k  + 2k + …+ nk  + nk + (n- 1)k  +…+ 1k 

                         = (1k  + nk ) + (2k + (n - 1)k) +…+(nk + 1k)

Vì k lẻ nên 1k + nk  
[image: image205.wmf]M

 1+ n ; 2k + (n - 1)k 
[image: image206.wmf]M

 1+ n ; … n nên 2S 
[image: image207.wmf]M

 1+ n (1)

 Mặt khác : 2S = ( 1k + (n -  1)k ) + (2k  + (n - 2)k) + …+ ((n-1)k +1k)+ 2nk

Vì k lẻ nên 1k +(n - 1)k  
[image: image208.wmf]M

n ; 2k +(n - 2)k  
[image: image209.wmf]M

  n ;…và 2nk 
[image: image210.wmf]M

  n cho nên 2S 
[image: image211.wmf]M

  n (2)

Mà ( n , n+ 1) = 1 (3)

Từ (1); (2); (3) suy ra 2S 
[image: image212.wmf]M

 n(1+ n)

Vì  n(n+1) 
[image: image213.wmf]M

 2 nên S 
[image: image214.wmf]M

 
[image: image215.wmf](
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Ta lại có : 
[image: image216.wmf](

)

n1 n

2

+

 = 1+2+…+ n 

Do đó : S 
[image: image217.wmf]M

  1+2+…+ n 

     Vậy      1k  + 2k + …+ nk  
[image: image218.wmf]M

  1+ 2+ …+ n (n 
[image: image219.wmf]Î

 Z*, k lẻ )

BÀI TẬP TƯƠNG TỰ

Bài 1: Chứng minh rằng:  a. 32n +1 + 2n +2 ( 7



                      b. mn(m4 - n4) ( 30

Bài 2: Chứng minh rằng:  A(n) = 3n + 63 ( 72 với n chẵn n ( N, n ( 2

Bài 3: Cho a và b là 2 số chính phương lẻ liên tiếp

Chứng minh rằng:  a. (a - 1) (b - 1) ( 192

Bài 4: Chứng minh rằng: 


[image: image220.wmf]3610
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b) 
[image: image221.wmf]3132
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c) 
[image: image222.wmf]654
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HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ

Bài 1: a. 32n +1 + 2n +2 = 3.32n + 4.2n

= 3.9n + 4.2n

= 3(7 + 2)n + 4.2n 

= 7M + 7.2n ( 7

           b. mn(m4 -  n4) = mn(m2 - 1)(m2 + 1) -  mn(n2 - 1) (n2 + 1) ( 30

Bài 2: Có 72 = 9.8 mà (8, 9) = 1 và n = 2k (k ( N) 

có 3n + 63 = 32k + 63

= (32k - 1) + 64 ( A(n) ( 8

Bài 3: Đặt a = (2k - 1)2; b = (2k + 1)2 (k ( N) 

Ta có (a - 1)(b - 1) = 16k2(k + 1)(k - 1) ( 64 và 3

5. Phương pháp 5: BIẾN ĐỔI BIỂU THỨC CẦN CHỨNG MINH VỀ DẠNG TỔNG

Giả sử chứng minh A(n) (  k ta biến đổi A(n) về dạng tổng của nhiều hạng tử và chứng minh mọi hạng tử đều chia hết cho k.

Ví dụ 1: CMR: n3 + 11n (  6 với ( n ( Z.

Giải

Ta có n3 + 11n = n3 - n + 12n = n(n2 - 1) + 12n




            = n(n + 1) (n - 1) + 12n

Vì n, n - 1; n + 1 là 3 số nguyên liên tiếp

( n(n + 1) (n - 1) (  6 và 12n (  6

Vậy n3 + 11n (  6

Ví dụ 2: Cho a, b ( Z thoả mãn (16a +17b) (17a +16b) (  11

CMR: (16a +17b) (17a +16b) (  121

Giải

Có 11 số nguyên tố mà (16a +17b) (17a +16b) (  11

( 
[image: image223.wmf]ê
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Có 16a +17b + 17a +16b = 33(a + b) (  11 (2)

Từ (1) và (2) ( 
[image: image224.wmf]16a 17b11
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Vậy (16a +17b) (17a +16b) (  121

BÀI TẬP TƯƠNG TỰ

Bài 1: CMR: 13 + 33 + 53 + 73 (  23
Bài 2: CMR: 36n2 + 60n + 24 (  24

Bài 3: CMR: a. 5n+2 + 26.5n + 8 2n+1 (  59


          b. 9 2n + 14 (  5

Bài 4: Tìm n ( N sao cho n3 - 8n2 + 2n (  n2 + 1

HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ

Bài 1: 13 + 33 + 53 + 73 = (13 + 73) + (33 + 53)



             = 8M + 8N (  23
Bài 2: 36n2 + 60n + 24 = 12n(3n + 5) + 24

Ta thấy n và 3n + 5 không đồng thời cùng chẵn hoặc cùng lẻ 

( n(3n + 5) (  2 ( ĐPCM

Bài 3: a. 5n+2 + 26.5n + 8 2n+1 = 5n(25 + 26) + 8 2n+1 



                      = 5n(59 - 8) + 8.64 n

                                                                       =5n.59 + 8.(64 n - 5n)



                      = 5n.59 + 8.59M ( 59

b. 9 2n + 14 = 9 2n - 1 + 15


      = (81n - 1) + 15


      = 80m + 15 ( 5

Bài 4: Có n3 - 8n2 + 2n = (n2 + 1)(n - 8) + n + 8 ( (n2 + 1) ( n + 8 ( n2 + 1
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Mà  n + 8 ( n2 + 1 
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6. Phương pháp 6: DÙNG QUY NẠP TOÁN HỌC

Giả sử CM A(n) ( P với n ( a (1)

Bước 1: Ta CM (1) đúng với n = a tức là CM A(a) ( P

Bước 2: Giả sử (1) đúng với n = k tức là CM A(k) ( P với k ( a

Ta CM (1) đúng với n = k + 1 tức là phải CM A(k+1) ( P

Bước 3: Kết luận A(n) ( P với n ( a

Ví dụ 1: Chứng minh A(n) = 16n - 15n - 1 ( 225 với ( n ( N*
Giải

Với n = 1 ( A(1) = 225 ( 225 vậy n = 1 đúng

Giả sử n = k ( 1 nghĩa là A(k) = 16k - 15k - 1 ( 225

Ta phải CM A(k+1) = 16 k+1 - 15(k + 1) - 1 ( 225

Thật vậy: A(k+1) = 16 k+1 - 15(k + 1) - 1




= 16.16k - 15k - 16




= (16k - 15k - 1) + 15.16k - 15




= 16k - 15k - 1 + 15.15m




= A(k) + 225

mà A(k) ( 225 (giả thiết quy nạp) 

225m( 225

Vậy A(n) ( 225

Ví dụ 2: CMR: với ( n ( N* và m là số tự nhiên lẻ ta có 
[image: image229.wmf]22
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Giải

Với n = 1 ( m2 - 1 = (m + 1)(m - 1) ( 8 (vì m + 1; m - 1 là 2 số chẵn liên tiếp nên tích của chúng chia hết cho 8)

Giả sử với n = k ta có  
[image: image230.wmf]22
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ta phải chứng minh
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Thật vậy 
[image: image232.wmf]22
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Ta có 
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)

(

)

(

)

1

2

2

22224233123

112.112.2.22.2

kk

kkkkkk

mmqqqqq

+

++++++

-=-=+-=+=+

M

  
Vậy 
[image: image236.wmf]22
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Ví dụ 3: Cho n là một số nguyên dương, chứng minh rằng: 
[image: image237.wmf]32
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Giải

Xét với n=1 ta có: A = 9 
[image: image238.wmf]M

 3. Vậy  (1) đúng với n=1

Giả sử (1) đúng với n=k, tức là : 
[image: image239.wmf]32
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 (2)   (giả thiết quy nạp)

Phải chứng minh (1) đúng với n=k+1, tức là phải chứng minh


[image: image240.wmf](

)

(

)

(

)

32

131513

Akkk

=+++++

M


Ta có: 
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Vậy (1) đúng với n=k+1

Vậy 
[image: image242.wmf]32
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Ví dụ 4:Cho n là một số nguyên dương, chứng minh rằng: 
[image: image243.wmf]2221
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Giải:

Xét với n=1 ta có: 
[image: image244.wmf]105
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. Vậy  (1) đúng với n=1

Giả sử (1) đúng với n=k, tức là : 
[image: image245.wmf]2221
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      (2)   (giả thiết quy nạp)

Phải chứng minh (1) đúng với n=k+1, tức là phải chứng minh
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Ta có:
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Vậy (1) đúng với n=k+1

Vậy 
[image: image248.wmf]2221
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   với n là một số nguyên dương.

Ví dụ 5:Chứng minh rằng mọi số nguyên dương n ta có : 4n  + 15n – 1 
[image: image249.wmf]M

9 (1)

  Bài làm :

Với n = 1 ta có : 41  + 15.1 – 1 =18 
[image: image250.wmf]M

9.Vậy (1) đúng với n = 1

Giả sử (1) đúng với n = k , tức là ta có : 4k + 15n – 1 
[image: image251.wmf]M

9


[image: image252.wmf]Þ

4k + 15k – 1 = 9m (m 
[image: image253.wmf]Î

Z) 
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4k = 9m – (15k – 1) 

Với n = k+ 1 ta có : 

4k+1 + 15(k+1) – 1 = 4.4k + 15k +14 = 4 (9m – (15k – 1)) +15k +14

                                                          = 36m – 45k +18

                                                          = 9(4m – 5m + 2) 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image256.wmf]M
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Vậy (1) đúng với n = k+1 ,do đó (1) đúng với mọi n ≥ 1

Ví dụ 6: Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n ta có :

                           
[image: image257.wmf]41
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Bài làm :

Với n = 0 ta có 
[image: image258.wmf]4.01
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[image: image259.wmf]M

11.Vậy (1) đúng với n =1 

Giả sử (1) đúng với n = k , tức là : 
[image: image260.wmf]4.1
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[image: image261.wmf]M

 11.Cần chứng minh (1) đúng  với n = k+1 tức là cần chứng minh 
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Thật vậy : vói n = k+1 ta có :
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image270.wmf]4.1
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Theo giả thiết quy nạp : 
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 11 nên 
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Mặt khác : 216 +2 = 2( 215 + 1) = 2 . 32769
[image: image275.wmf]M
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Do đó : 
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Vậy 
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BÀI TẬP TƯƠNG TỰ

Bài 1: CMR: 33n+3 - 26n - 27 ( 29 với ( n ( 1, m là số tự nhiên lẻ

Bài 2: CMR: 42n+2 - 1 ( 15

Bài 3: CMR số được thành lập bởi 3n chữ số giống nhau thì chia hết cho 3n với n là số nguyên dương.

HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ

Bài 1: Tương tự ví dụ 1.

Bài 2: Tương tự ví dụ 1.

Bài 3: Ta cần CM  
[image: image280.wmf]{
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Với n = 1 ta có 
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EMBED Equation.DSMT4[image: image282.wmf]
Giả sử (1) đúng với n = k tức là 
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Ta chứng minh (1) đúng với n = k + 1 tức là phải chứng minh
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7. Phương pháp 7: SỬ DỤNG ĐỒNG DƯ THỨC

Giải bài toán dựa vào đồng dư thức chủ yếu là sử dụng định lý Euler và định lý Fermat

Ví dụ 1: CMR: 22225555 + 55552222 ( 7

Giải

Có 2222 ( - 4 (mod 7) ( 22225555 + 55552222 ( (- 4)5555 + 45555 (mod 7)

Lại có: (- 4)5555 + 42222 = - 45555 + 42222 

= - 42222 (43333 - 1) = 
[image: image288.wmf](
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Vì  
[image: image289.wmf](
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( 22225555 + 55552222 ( 0 (mod 7)

Vậy 22225555 + 55552222 ( 7

Ví dụ 2: CMR: 
[image: image290.wmf]22
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Theo định lý Fermat ta có: 

310 ( 1 (mod 11)

210 ( 1 (mod 11)

Ta tìm dư trong phép chia là 24n+1 và 34n+1 cho 10

định lý Euler 
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Ta có: 
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 = 32.310q + 23.210k + 5( 0 (mod 11)  Vì 310 ( 1 (mod 11), 210 ( 1 (mod 11)

Mà (2, 11) = 1

Vậy 
[image: image298.wmf]22

5

3

3

1

4

1

4

3

2

M

+

+

+

+

n

n

 với ( n ( N

Ví dụ 3: CMR: 
[image: image299.wmf]11

7

2

1

4

2

M

+

+

n

 với n ( N

Giải

Cách 1

Ta có: 24 ( 1 (mod10) ( 24n+1 ( 2 (mod 10)

( 24n+1 = 10q + 2 (q ( N)
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         Vì 16 
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               2. 16n 
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      Đặt 24n+1 = 5k+2 (k 
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Z+ , k chẵn(vì 22n+1 là một số chẵn) )
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[image: image314.wmf]º

 4 (mod 11)

   
[image: image315.wmf]Þ

 
[image: image316.wmf]41

2

2

n

+

 + 7 
[image: image317.wmf]º

 4 +7 (mod 11) 
[image: image318.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image319.wmf]41

2

2

n

+

+ 7 
[image: image320.wmf]º

 0 (mod 11)

Vậy 
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Ví dụ 4: Chứng minh rằng : 22007 – 4 
[image: image322.wmf]M
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      Bài làm : 

Ta có : 25 = 32 
[image: image323.wmf]º

1 (mod 31) và 2007 = 401.5+2

Do đó :

 22007 – 4 = 25.401+2 – 4 =4.(25)400 – 4=4[ (25)400 – 1 ]
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Vậy : 22007 – 4 
[image: image326.wmf]M

31

Ví dụ 5: Cho hai nguyên tố khác p ,q.Chứng minh rằng : 

                              p q – 1 + q p – 1  - 1 
[image: image327.wmf]M

 p.q

     Bài làm : 

       Vì p , q là hai số nguyên tố và p ≠ q  nên (p , q) = 1 

       Áp dụng định lí Fermat ta có : 

             pq -1  
[image: image328.wmf]º

 1 (mod q ) và q p – 1 
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 1 (mod p) 
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[image: image331.wmf]M

 q và qp-1 – 1 
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       Mặt khác : pq -1 – 1 
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 p và qp-1 – 1 
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 q nên ta có :

               p q – 1 + q p – 1 – 1 
[image: image335.wmf]M

 q và  p q – 1 + q p – 1 – 1 
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       Mà (p,q) = 1 nên  p q – 1 + q p – 1  - 1 
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 p.q

Ví dụ 6: Chứng minh rằng số 
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  Bài làm :

      Ta có : 555 
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        Do đó :   
[image: image348.wmf]777

555

333

 = 34k + 3 
[image: image349.wmf]º

 33 . (34)k 
[image: image350.wmf]º

 7 (mod 10)

                      
[image: image351.wmf]333

555

777

 = 74l+3   
[image: image352.wmf]º

 73 (74)l   
[image: image353.wmf]º

 3 (mod 10 )
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Ví dụ 7: Chứng minh : với mọi n 
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         Ta có : 74  = 2401
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PHƯƠNG PHÁP TÌM CHỮ SỐ TẬN CÙNG

                        + Để tìm chữ số tận cùng của một  lũy thừa cần chú ý rằng:

Các số có tận cùng là 0;1;5;6 thì nâng lên lũy thừa (khác 0) nào cũng có tận cùng là 0;1;5;6

Các số có tận cùng là 2;4;8 thì nâng lên lũy thừa 4 thì có tận cùng là 6

Các số tận cùng là 3;7 thì nâng lên lũy thừa 4 thì có tận cùng là 1 

Các số có tận cùng là 9 thì nâng lên lũy thừa chẵn thì được số có tận cùng là 1;nâng lên lũy thừa lẻ thì được số tận cùng là 9.

                       + Để tìm hai chữ số tận cùng của lũy thừa cần lưu ý:

Các số tận cùng là 01;25;76 nâng lên lũy thừa khác không nào cũng có tận cùng là 01;25;76

Các số 320 (hoặc 815) ; 74 ; 512; 992 có tận cùng là 01.

Các số 220 ; 65 ; 184 ; 242; 682 ; 742 có tận cùng bằng 76

Số 26n (với n > 1) có tận cùng bằng 76

+ Để tìm ba chữ số tận cùng trở lên của lũy thừa cần chú ý:

Các số tận cùng bằng 001 ; 376 ; 625 nâng lên lũy thừa nào (khác không) cũng tận cùng bằng 001; 376; 625.

Số có tận cùng bằng 0625 nâng lên lũy thừa nào (khác không) cũng tận cùng bằng 0625.

Cần lưu ý một số kết quả sau:

           + a100k 
[image: image383.wmf]º

000(mod 1000) nếu a 
[image: image384.wmf]º

0(mod 10)

           + a100k 
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001(mod 1000) nếu a 
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1;3;7;9(mod 10)

           + a100k 
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625(mod 1000) nếu a 
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5(mod 10)

           + a100k 
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376 (mod 1000) nếu a 
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2;4;6;8(mod 10)

Ví dụ 8 : Chứng minh 8102  - 2102  chia hết cho 5 

Bài làm : 

Cách 1 : 

       Ta có : 8102  = (84)25 . 82  = (…6)25 .64 = (…6) .64 = …4 

                   2102  = (24)25 .22 = 1625 .4 =  (…6).4 = …4

       Vậy 8102  - 2102  có tận cùng là 0 
[image: image391.wmf]Þ

 8102  - 2102  chia hết cho 5 

Cách 2 : 

       Ta có : 8 
[image: image392.wmf]º

 - 2 (mod 10)

   
[image: image393.wmf]Þ

   8102  
[image: image394.wmf]º

 (- 2)102  (mod 10) 
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 ( 2) 102  (mod 10)

   
[image: image396.wmf]Þ

  8102  - 2102  
[image: image397.wmf]º

 0 (mod 10)

Vậy  8102  - 2102  có tận cùng bằng 0 
[image: image398.wmf]Þ

 8102  - 2102  chia hết cho 5 

Ví dụ 9: Chứng minh 16101 .14101 chia hết cho 4

   Bài làm : 

      Ta có : 16101 .14101 = (16.14)101 = 224101 = (2242 )50 .224

                                     = 
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.224 = 
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Vậy 16101 .14101  có hai chữ số tận cùng là 24 
[image: image403.wmf]Þ

16101 .14101  chia hết cho 4 (vì 24 
[image: image404.wmf]M
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BÀI TẬP TƯƠNG TỰ

Bài 1: CMR 
[image: image405.wmf]19
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Bài 2: Cho số p > 3, p ( (P).     CMR 3p - 2p - 1 ( 42p

Bài 3: CMR với mọi số nguyên tố p đều có dạng


2n - n (n ( N) chia hết cho p.

HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ

Bài 1: Làm tương tự như VD3

Bài 2: Đặt A = 3p -  2p - 1 (p lẻ)


Dễ dàng CM A ( 2 và A ( 3 ( A ( 6

Nếu p = 7 ( A = 37 -  27 - 1 ( 49 ( A ( 7p

Nếu p ( 7 ( (p, 7) = 1

Theo định lý Fermat ta có:


A = (3p - 3) - (2p - 2) ( p

Đặt p = 3q + r (q ( N; r = 1, 2)

( A = (33q+1 - 3) - (23q+r - 2)

= 3r.27q -  2r.8q - 1 = 7k + 3r(-1)q - 2r - 1 (k ( N)

với r = 1, q phải chẵn (vì p lẻ)

( A = 7k +3 - 2 - 1 ( 7 

với r = 2, q phải lẻ (vì p lẻ)
( A = 7k - 9 - 4 - 1 = 7k - 14( 7

Vậy A ( 7 mà A ( p, (p, 7) = 1 ( A ( 7p

Mà (7, 6) = 1; A ( 6

( A ( 42p.

Bài 3: Nếu p= 2 ( 22 - 2 = 2 ( 2

Nếu n > 2 Theo định lý Fermat ta có:

2p-1 ( 1 (mod p)

( 2m(p-1) ( 1 (mod p) (m ( N)

Xét A = 2m(p-1) + m - mp

A ( p ( m-mp+1( p 
         ( m = kq - 1

Như vậy nếu p > 2 ( p có dạng 2n - n trong đó n = (kp - 1)(p - 1), k ( N đều chia hết cho p

8. Phương pháp 8: SỬ DỤNG NGUYÊN LÝ ĐIRICHLET


Nếu đem n + 1 con thỏ nhốt vào n lồng thì có ít nhất 1 lồng chứa từ 2 con trở lên.

Ví dụ 1: Chøng minh r»ng trong 6 sè tù nhiªn bÊt k× lu«n t×m ®ưîc 2 sè cã hiÖu chia hÕt cho 5.

Gi¶i: 

Mét sè khi chia cho 5 cã thÓ nhËn mét trong c¸c sè đó lµ : 0; 1; 2; 3; 4.

Trong 6 sè tù nhiªn bÊt k× khi chia cho 5 lu«n tån t¹i Ýt nhÊt 2 sè cã cïng sè đó ( nguyªn t¾c §irichlet).


[image: image406.wmf]Þ

HiÖu cña 2 sè chia hÕt cho 5.

Ví dụ 2: Cho ba số lẻ. chứng minh rằng tồn tại hai số có tổng hoặc hiệu chia hết cho 8

Gi¶i: 
Một số lẻ chia cho 8 thì số dư chỉ có thể là một trong bốn số sau: 1;3;5;7. ta chia 4 số dư này ( 4 con thỏ) thành 2 nhóm (2 lồng)


Nhóm 1: dư 1 hoặc dư 7


Nhóm 2: dư 3 hoặc dư 5

Có 3 số lẻ (3 thỏ) mà chỉ có hai nhóm số dư nên tồn tại hai số thuộc cùng một nhóm

Nếu 2 số dư bằng nhau thì hiệu của chúng chia hết cho 8

Nếu 2 số dư khác nhau thì tổng của chúng chi hết cho 8

Ví dụ 3: Cho ba số nguyên tố lớn hơn 3.Chứng minh rằng tồn tại hai số có tổng hoặc hiệu chia hết cho 12

Gi¶i: 
Hướng dẫn: Một số nguyên tố lớn hơn 3 chia cho 12 thì số dư chỉ có thể là 1 trong 4 số 1; 5; 7; 11.

Chia làm hai nhóm:


Nhóm 1: dư 1 hoặc dư 11


Nhóm 2: dư 5 hoặc dư 7

Ví dụ 4: CMR: Trong n + 1 số nguyên bất kỳ có 2 số có hiệu chia hết cho n.

Giải

n +1 số nguyên đã cho chia cho n thì được n số dư nhận 1 trong các số sau: 0; 1; 2; …; n - 1

( có ít nhất 2 trong n+1 số có cùng số dư khi chia cho n.

Giả sử ai = nq1 + r 

0 ( r < n

aj = nq2 + r

a1; q2 ( N

( aj - aj = n(q1 - q2) ( n

Vậy trong n +1 số nguyên bất kỳ có 2 số có hiệu chia hết cho n.

BÀI TẬP TƯƠNG TỰ

Bài 1: CMR: Tồn tại n ( N sao cho 17n - 1 ( 25

Bài 2: CMR: Tồn tại 1 bội của số 1993 chỉ chứa toàn số 1.

Bài 3: CMR: Với 17 số nguyên bất kỳ bao giờ cũng tồn tại 1 tổng 5 số chia hết cho 5.

Bài 4: Có hay không 1 số có dạng.


19931993 … 1993000 … 00 ( 1994

HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ

Bài 1: Xét dãy số 17, 172, …, 1725 (tương tự VD2)

Bài 2: Ta có 1994 số nguyên chứa toàn bộ số 1 là:


1


11


111


…
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EMBED Equation.DSMT4[image: image408.wmf]
Khi chia cho 1993 thì có 1993 số dư ( theo nguyên lý Đirichlet có ít nhất 2 số có cùng số dư.

Giả sử đó là 


ai = 1993q + r 

0 ( r < 1993

aj = 1993k + r

i > j; q, k ( N

( aj - aj = 1993(q - k) 
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Bài 3: Xét dãy số gồm 17 số nguyên bất kỳ là 

a1, a2, …, a17
Chia các số cho 5 ta được 17 số dư ắt phải có 5 số dư thuộc tập hợp{0; 1; 2; 3; 4}

Nếu trong 17 số trên có 5 số khi chia cho 5 có cùng số dư thì tổng của chúng sẽ chia hết cho 5.

Nếu trong 17 số trên không có số nào có cùng số dư khi chia cho 5 ( tồn tại 5 số có số dư khác nhau ( tổng các số dư là: 0 + 1 + 2 + 3 + 4 = 10 ( 10

Vậy tổng của 5 số này chia hết cho 5.

Bài 4: Xét dãy số a1 = 1993, a2 = 19931993, …

a1994 = 
[image: image412.wmf]1993  1993

¼
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1994 sè 1993


đem chia cho 1994 ( có 1994 số dư thuộc tập {1; 2; …; 1993} theo nguyên lý Đirichlet có ít nhất 2 số hạng có cùng số dư.

Giả sử: ai = 1993 … 1993 (i số 1993)

aj = 1993 … 1993 (j số 1993)

( aj - aj ( 1994 
1 ( i < j ( 1994

( 
[image: image413.wmf]1993  1993.101994

i

¼

M
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j-i  sè 1993


9. Phương pháp 9: PHƯƠNG PHÁP PHẢN CHỨNG


Để CM A(n) ( p (hoặc A(n) ( p )

+ Giả sử: A(n) ( p (hoặc A(n) ( p )

+ CM trên giả sử là sai

+ Kết luận: A(n) ( p (hoặc A(n) ( p )

Ví dụ 1: CMR n2 + 3n + 5 
[image: image414.wmf]/

M

 121 với ( n ( N

Giải


Giả sử tồn tại n ( N sao cho n2 + 3n + 5 ( 121

( 4n2 + 12n + 20 ( 121  

( (2n + 3)2 + 11 ( 121 (1)

( (2n + 3)2 + 11 ( 11

( (2n + 3)2 ( 11

( (2n + 3)2 ( 121 (Vì 11 là số nguyên tố )
Từ (1) ( 11 ( 121 vô lý

Vậy n2 + 3n + 5 
[image: image415.wmf]/

M

121

Ví dụ 2: Chøng minh r»ng a2 - 8 kh«ng chia hÕt cho 5 víi a(N.
Gi¶i: 

Gi¶ sö  A(n)=a2 - 8 
[image: image416.wmf]M

 5,nghÜa lµ A(n) ph¶i cã ch÷ sè tËn cïng lµ 0 hoÆc 5, suy ra a2 (lµ mét  sè chÝnh ph­¬ng) ph¶i cã chø sè tËn cïng lµ mét trong c¸c ch÷ sè  3;8  - V« lý(v× mét sè chÝnh ph­¬ng bao giê còng cã c¸c ch÷ sè tËn cïng lµ:0;1;4;6;9)

VËy a2 - 8 kh«ng chia hÕt cho 5.

BÀI TẬP TƯƠNG TỰ

Bài 1: Có tồn tại n ( N sao cho n2 + n + 2 ( 49 không?

Bài 2: CMR: n2 + n + 1 
[image: image417.wmf]/

M

 9 với ( n ( N*

Bài 3: CMR: 4n2 - 4n + 18 
[image: image418.wmf]/

M

 289 với ( n ( N
HƯỚNG DẪN - ĐÁP SỐ

Bài 1: Giả sử tồn tại n ( N để n2 + n + 2 ( 49 

( 4n2 + 4n + 8 ( 49

( (2n + 1)2 + 7 ( 49 (1) ( (2n + 1)2 ( 7

Vì 7 là số nguyên tố ( 2n + 1 ( 7 ( (2n + 1)2 ( 49 (2)

Từ (1); (2) ( 7 ( 49 vô lý.

Bài 2: Giả sử tồn tại n2 + n + 1 ( 9 với ( n

( (n + 2)(n - 1) + 3 ( 3 (1)

vì 3 là số nguyên tố ( 
[image: image419.wmf]ê
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n

 ( (n + 2)(n - 1) ( 9 (2)

Từ (1) và (2) ( 3 ( 9 vô lý

Bài 3: Giả sử ( n ( N để 4n2 - 4n + 18 ( 289 


( (2n - 1)2 + 17 ( 172

( (2n - 1) ( 17
17 là số nguyên tố ( (2n - 1) ( 17 ( (2n - 1)2 ( 289

( 17 ( 289 vô lý.

CHIA CÓ DƯ

Bài 65 : 

  Tìm số dư trong phép chia : 

A = 3638 + 4133 + 2 cho 7 

B = 570  + 750  cho 12 

  Bài làm :

Cách 1 :  sử dụng định nghĩa 

A = 3638 +  4133 + 2 = 3638 – 138  + 4133 + 133 + 2 

         = (36 – 1)(3637 +3636+…+1)+(41+1)(4132 – 4131 +… + 1) + 2 

         = 35(3637 +3636+…+1) + 42(4132 – 4131 +… + 1) +2 

Do 
[image: image420.wmf](
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 nên  A chia cho 7 dư 2 

Ta có : B = 570  + 750  = 2535+4925 = 2535 – 135+ 4925 - 125 + 2 
                            = (25 – 1)(2534 + 2533 +…+ 1)+ (49 –1)(4924 +4923 +…+ 1) +2

                     = 24 (2534 + 2533 +…+ 1)  + 48(4924 +4923 +…+ 1) + 2 

Do 
[image: image421.wmf](
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    nên B chia cho 12 dư 2 

Cách 2 : Sử dụng đồng dư : 

Ta có : 36 
[image: image422.wmf]º

1(mod 7) nên 3638 
[image: image423.wmf]º

1(mod 7) 

                 41 
[image: image424.wmf]º

-1(mod 7) nên 4133 
[image: image425.wmf]º

 - 1(mod 7)  


[image: image426.wmf]Þ

 A = 3638 + 4133 + 2 
[image: image427.wmf]º

 1- 1 + 2 (mod 7) 
[image: image428.wmf]º

 2(mod 7)

Vậy A chia cho 7 dư 2 

Ta có : 52 
[image: image429.wmf]º

1(mod 12) nên (52)35 
[image: image430.wmf]º

1(mod 12) 

                72 
[image: image431.wmf]º

1(mod 12) nên (72)25 
[image: image432.wmf]º

1(mod 12)  


[image: image433.wmf]Þ

 B= 570  + 750   
[image: image434.wmf]º

1 + 1 (mod 12) 
[image: image435.wmf]º

2 (mod 12) 

Vậy B  chia cho 12 dư 2 

Bài 66 : Một số chia cho 3 dư 1 , chia cho 4 dư 3 , chia cho 5 dư 2.Hỏi số đó chia cho 60 dư bao nhiêu ?

    Bài làm :

Cách 1 : Gọi số bị chia là A 

Ta có : 
[image: image436.wmf]11
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 Ta lấy 3 .(3) – (1) – (2) ta được : 

A = 60 (3q3 – q2 – q1) + 7 

Vậy A chia cho 60 dư 7 

Chú ý : Với cách này ta có thể tạo ra các hệ tương đương khác miễn là tạo ra được mối liên hệ giữa A và 60. Nhưng cách này chỉ nên áp dụng với các bài đơn giản,còn đối với các bài phức tạp thì khó nhẩm tính được.

 Cách 2 : Sử dụng đồng dư :

Gọi số đó là A 

Theo bài ta có  : 

A 
[image: image437.wmf]º

1(mod 3) 
[image: image438.wmf]Û

 A – 7 
[image: image439.wmf]º

0(mod 3)

A 
[image: image440.wmf]º

3(mod 4) 
[image: image441.wmf]Û

 A – 7 
[image: image442.wmf]º

0(mod 4)   
[image: image443.wmf]Û

 A – 7 
[image: image444.wmf]º

0(mod 3.4.5) 

 A 
[image: image445.wmf]º

2(mod 5) 
[image: image446.wmf]Û

 A – 7 
[image: image447.wmf]º

0(mod 5)

                                                               
[image: image448.wmf]Û

 A – 7 
[image: image449.wmf]º

0(mod 60)

                                                               
[image: image450.wmf]Û

 A 
[image: image451.wmf]º

7 (mod 60)

Vậy A chia cho 60 dư 7.

Nhận xét : Cách làm này ngắn gọn nhưng với các bài phức tạp thì cũng gây chút ít khó khăn trong việc nhẩm tính .

Cách 3 : Gọi số tự nhiên là A  
[image: image452.wmf]Þ

 A = 60k + r ( 0≤ r < 60 ) 

  Ta cần tìm k.

    + Vì A chia cho 5 dư 2 nên 60k + r chia cho 5 dư 2 

Mà 0≤ r < 60 do đó : 
[image: image453.wmf]{
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Mặt khác A chia cho 4 dư 3 nên r chia cho 4 dư 3 .Do đó 
[image: image454.wmf]{

}

7;27;47
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Î


Vì A chia cho 3 dư 1 nên r chia cho 3 dư 1.Do đó 
[image: image455.wmf]{

}

7

r

Î

 

Suy ra : A = 60k + 7 

Vậy A chia cho 60 dư 7 

Nhận xét : Cách làm này được sử dụng chung cho các bài toán dạng trên nhưng cách làm này dài hơn so với hai cách làm bên trên . 

Bài 67: Tìm dư trong phép chia 20042004 cho 11 

   Bài làm : 

Ta có : 2004 
[image: image456.wmf]º

 2 (mod 11) 
[image: image457.wmf]Þ

 20042004  
[image: image458.wmf]º

 22004 (mod 11) 

Mà 210 
[image: image459.wmf]º

 1 (mod 11) nên 22004 = 24 .(210)200 
[image: image460.wmf]º

 24 (mod 11) 
[image: image461.wmf]º

 5(mod 11) 

Vậy dư trong phép chia 20042004 cho 11 là 5 .

Bài 68: Tìm số dư trong phép chia 
[image: image462.wmf]15

15

15

 cho 49 

Bài làm :

   Ta có : p = 7 ;(p – 1 )p = 6 .7 = 42 ;1542 
[image: image463.wmf]º

 1 (mod 49) 

Ta tìm dư trong phép chia 1515 cho 42 .

Ta có : 1515 
[image: image464.wmf]º

 1 (mod 7); 1515 
[image: image465.wmf]º

 315 (mod 6) mà 315 = 3.314 = 3(2k+1) 
[image: image466.wmf]º

3 (mod 6) 
[image: image467.wmf]Þ

 1515 
[image: image468.wmf]º

3 (mod 6) 

   Gọi r0 là dư trong phép chia 1515 cho 42 thì : 

r0 = 7t + 1 với t 
[image: image469.wmf]Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image470.wmf]{

}

0;1;2;3;4;5

.Với t = 2 thì r0 = 15
[image: image471.wmf]º

3 (mod 6).

Vậy 1515 
[image: image472.wmf]º

15(mod 42 )

    Do đó :  
[image: image473.wmf]15

15

15

 = 1542k+15  
[image: image474.wmf]º

1515(mod 49 )

Ta có : 1515 = (153)5 
[image: image475.wmf]º

(- 6)5(mod 42 ) 
[image: image476.wmf]º

15(mod 49 ) .

Bài 69 : Tìm dư trong phép chia 109345 cho 14 .

Bài làm : 

Ta có : 109 
[image: image477.wmf]º

11(mod 14 ) 
[image: image478.wmf]Þ

 109345 
[image: image479.wmf]º

11345 (mod 14 )

              14 = 2 . 7 
[image: image480.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image481.wmf]j

 (14) = 14 
[image: image482.wmf]11
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Theo định lí Euler : 11
[image: image483.wmf]j

 (14) 
[image: image484.wmf]º

1(mod 14 ) 
[image: image485.wmf]Û

 116 
[image: image486.wmf]º

1(mod 14 ) 

Suy ra 11345 = 116 x 57+3 
[image: image487.wmf]º

113(mod 14 ) 
[image: image488.wmf]º

1(mod 14 ) 

Vậy dư trong phép chia 109345 cho 14 là 1 

Bài 70 : Tìm dư trong phép chia 
[image: image489.wmf]11

11

11

 cho 30 

Bài làm : 

   Ta có : 30 = 2 . 3 . 5 
[image: image490.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image491.wmf]j

 (30) = 30 . 
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[image: image493.wmf]8
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Ta có : 1111
[image: image494.wmf]º

311 (mod 8) ; 311 = (32)5 . 3 
[image: image495.wmf]º

 3(mod 8) 
[image: image496.wmf]Þ

1111 = 8k + 3 

Vậy 
[image: image497.wmf]11

11

11

 = 118k + 3 
[image: image498.wmf]º

 113 
[image: image499.wmf]º

 11(mod 30) 

Do đó số dư trong phép chia 
[image: image500.wmf]11

11

11

 cho 30 là 11 .

Bài 71: Tìm số tự nhiên n có bốn chữ số sao cho chia n cho 131 thì dư 112 , chia n cho 132 thì dư 98 .

Bài làm : 

   Cách 1 : Ta có : 131x + 112 = 132y + 98 
[image: image501.wmf]Þ

 131x = 131y + y – 14 


[image: image502.wmf]Þ

 y – 14 
[image: image503.wmf]M

 131 
[image: image504.wmf]Þ

 y = 131k + 14 ( k 
[image: image505.wmf]Î

 N) 


[image: image506.wmf]Þ

 n = 132 .(131k + 14) +98 = 132 . 131k + 1946 

Do n có bốn chữ số nên k = 0 ,n = 1946 

    Cách  2 : Từ 131x = 131y + y – 14 suy ra : 131( x – y ) = y – 14 .

Nếu x > y thì y – 14 ≥ 131 
[image: image507.wmf]Þ

 y ≥ 145
[image: image508.wmf]Þ

 n có nhiều hơn bốn chữ sô (loại )

Vậy x = y ,do đó y = 14 , n = 1946 .

   Cách 3 : Ta có : n = 131x + 112 nên 132n = 131. 132x + 14784   (1)

          Mặt khác n = 132y + 98 nên 131n = 131 . 132y + 12838        (2) 

Từ (1) ,(2) suy ra 132n – 131n = 131. 132(x – y ) + 1946 

 
[image: image509.wmf]Þ

 n = 131 . 132 ( x – y ) + 1946 

Vì n có bốn chữ số nên n = 1946 

Vậy n = 1946 là sô cần tìm .

2 . Bài tập đề nghị : 

  Bài 72 : Tìm số dư trong phép chia 
[image: image510.wmf]2003

2

3

 cho 11 

  Bài 73 : Chứng minh rằng : 

18901930 +19451975 + 1 
[image: image511.wmf]M

7 ;


[image: image512.wmf]199019451980

295

3

2197

+-

M


Bài 74 : Tìm số dư trong phép chia 
[image: image513.wmf]41

2

3

n

+

 cho 55 

Bài 75 : Tìm dư trong phép chia :

21000 cho 25 

22003 cho 49 

Bài 76: Tìm dư trong phép chia 3 . 575 + 4 . 7100 cho 132

Bài 77 : Tìm số dư trong phép chia sau : 

108n + 57n cho 7 

3743n – 23n  + 6 cho 41 

Bài 78 : Tìm số dư trong phép chia sau : 

29459 – 3 cho 9 

109345 cho 14 

270 + 370 cho 13 

6595 cho 11 

340 cho 83 

35150  cho 425 

Bài 79 : Tìm tất cả các số tự nhiên n mà khi chia cho 11 có dư là 7 và chia cho 5 có dư là 4 .

Bài 80  : Tìm dư trong phép chia 22003 cho 35 

Bài 81 : Tìm số tự nhiên n có bốn chữ số sao cho chia n cho 131 thì dư 112 , chia n cho 132 thì dư 98 .

Hệ thống các bài tập dạng chứng minh chia hết 

Bài 1 : Cho n là số nguyên dương,chứng minh các bài toán sau bằng nhiều cách (nếu có thể) : 

7n  +3n – 1 chia hết cho 9 ;

4n + 15n – 1 chia hết cho 9;

16n  - 15n – 1 chia hết cho 225;


[image: image514.wmf]2

2

2

n

 + 5 chia hết cho 7 ;


[image: image515.wmf]41

2

3

n

+

 + 2 chia hết cho11;

122n+1  + 11n+2 chia hết cho 133

42n+1 + 3n+2  chia hết cho 13 

 5n (5n + 1) – 6n(3n + 2n) chia hết cho 91

Bài làm : 

 1. 7n  +3n – 1 chia hết cho 9 ;(1)

       Cách 1 : 

7n  +3n – 1 = (7n – 1 ) + 3n = 6 (7n – 1  + 7n – 2  + …+1) - 6n + 9n 

                  = 6 (7n – 1  + 7n – 2  + …+1 – n ) + 9n 

                  = 6 [ (7n – 1  - 1 ) + (7n – 2  - 1) + …+ 1 – 1 ) ] + 9n 

                  = 6 [ 6 (7n – 2  + 7 n – 3  + …+1) + 6 (7n – 3  + 7 n – 4  + …+1)+…+6) + 9n 

                  = 36 A + 9n 

                  = 9 ( 4A + n )  
[image: image516.wmf]M

 9  
[image: image517.wmf]

[image: image518.wmf]Þ

 7n  +3n – 1 chia hết cho 9 

      Cách 2 : Chứng minh bằng quy nạp 

Với n = 1 ta có 71 + 3 . 1 – 1 = 9 
[image: image519.wmf]M

 9  
[image: image520.wmf]Þ

 (1) đúng với n = 1 

Giả sử (1) đúng với n = k tức là 7k + 3 . k – 1 = 9 
[image: image521.wmf]M

 9 .Cần chứng minh (1) đúng với n = k+ 1 tức cần chứng minh 7k+1 + 3 . (k +1) – 1 = 9 
[image: image522.wmf]M

 9

Thật vậy : 

  Theo giả thiết quy nạp ta có : 7k + 3 . k – 1 = 9 
[image: image523.wmf]M

 9 

                                          
[image: image524.wmf]Û

 7k + 3 . k – 1 = 9m (với m 
[image: image525.wmf]Î

Z)

                                          
[image: image526.wmf]Þ

 7k                    = 9m – 3k + 1     

   7k+1  + 3 . (k +1) – 1  = 7. 7k  + 3 . (k +1) – 1  

                                     = 7 (9m – 3k + 1) + 3 . (k +1) – 1= 63m – 18k + 9 

                                     = 9 (7m – 2k +1) 
[image: image527.wmf]M

 9


[image: image528.wmf]Þ

 (1) đúng với n = k+1 

Vậy (1) đúng với mọi n nguyên dương

2. 4n + 15n – 1 chia hết cho 9 ;(2)

  Cách 1 : 

4n + 15n – 10 = (4n  - 1) + 15n – 9 = (4 – 1 )(4n-1 + 4n-2 + …+ 1 ) +15n - 9 

                      = 3 (4n-1 + 4n-2 + …+ 1 ) – 3n + 18n – 9 

                      = 3(4n-1 + 4n-2 + …+ 1 – n) +18n – 9 

                      = 3[(4n-1 – 1 ) + (4n-2 – 1 )+…+(1 – 1 )]+18n – 9 

                      =3[3(4n-2 +4n-3 +…+ 1)+3(4n-3 + 4n-4 + …+ 1)+…+3]+18n–9 

                      =9 A       + 18n – 9 = 9 (A + 2n – 1) 
[image: image529.wmf]M

 9 

Vậy 4n + 15n – 1 chia hết cho 9 ;(2)

    Cách 2 : Chứng minh bằng quy nạp 

Với n = 1 ta có : 41 + 15.1 – 10 = 9 
[image: image530.wmf]M

 9 
[image: image531.wmf]Þ

 (2) đúng với n =1 

Giả sử (2) đúng với n = k tức là 4k + 15.k –10 = 9 
[image: image532.wmf]M

 9.Cần chứng minh (2) đúng với n = k + 1 tức cần chứng minh 4k+1 + 15.(k+1) – 10 = 9 
[image: image533.wmf]M

 9

  Thật vậy : 

 Theo giả thiết quy nạp ta có : 4k + 15.k –10 = 9 
[image: image534.wmf]M

 9 

                                          
[image: image535.wmf]Û

 4k + 15.k –10 = 9m (m 
[image: image536.wmf]Î

 Z) 

                                          
[image: image537.wmf]Þ

 4k                              = 9m +10 – 15k 

4k+1+15.(k+1) –10 = 4.4k  +15(k+ 1)–10= 4(9m +10 – 15k)+15.(k+1) – 10

                              = 36m – 45 k +45 = 9 (4m - 5k +5) 
[image: image538.wmf]M

 9


[image: image539.wmf]Þ

 (2) đúng với n = k + 1 

Vậy (2) đúng với mọi n nguyên dương 

    Cách 3 : Sử dụng đồng dư 

 Với n = 1 ta có : 41 + 15.1 – 10 = 9 
[image: image540.wmf]M

 9 
[image: image541.wmf]Þ

 (2) đúng với n =1 

Ta có : 4n  = (3+1)n = 3n +n. 3n- 1 + 
[image: image542.wmf](1)
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[image: image543.wmf]º

 3n+1(mod 9 ) ( vì 3k 
[image: image544.wmf]M

 32 với k ≥ 2)

        
[image: image545.wmf]Þ

 4n + 15.n – 10 
[image: image546.wmf]º

 15n – 10 + 3n+1
[image: image547.wmf]º

 18n – 9 (mod 9 ) 
[image: image548.wmf]º

 0(mod 9 )

 
[image: image549.wmf]Þ

 4n + 15.n – 10 chia hết cho 9 

Chú ý :  Các ý còn lại được tiến hành tương tự các ý trên .
Bài 2 : Cho Cn = 3 + 32 + 33 +…+ 3100 .Chứng minh rằng Cn chia hết cho 120.

    Bài  làm : 

 Cn = (3 +32+33+34) + …+ (397+398+399+3100)

     = 3(1+3+32  +33)+…+397(1+3+32  +33) = 120(3+ 35+…+397) 
[image: image550.wmf]M

 120

Vậy Cn chia hết cho 120

Bài 3: Cho a , b là số tự nhiên không chia hết cho 5. 

Chứng minh rằng pa4m + qb4m ,chia hết cho 5 khi và chỉ khi  p + q chia hết cho 5(với p,q,m 
[image: image551.wmf]Î

N)

  Bài làm : 

 Ta có :       pa4m + qb4m  = p (a4m – 1 ) + q (b4m – 1 )+p+q   (1) 

Mà a 4m – 1 = (a4)m – 1   
[image: image552.wmf]M

 a4 – 1 (1*)

      a4 – 1 = (a2 – 1 )(a2 + 1 )= (a2 – 1 )((a2 – 4 )+5) = (a2 – 1)(a2 – 4)+5(a2 – 1)      

                                             = (a – 2 )(a – 1 )(a+1)(a+2) + 5(a2 – 1) .

Vì (a – 2 ) ; (a – 1 ) ;a; (a+1) ; (a+2) là 5 số nguyên liên tiếp nên có ít nhất một số chia hết cho 5.Mà a không chia hết cho 5 
[image: image553.wmf]Þ

một trong các số (a –2); (a – 1 ); (a+1) ; (a+2) phải chia hết cho 5 .

     Vậy a4 – 1 
[image: image554.wmf]M

 5 (2*) 

Từ (1*) ,(2*) suy ra a4m – 1  và b4m – 1 cùng chia hết cho 5 .Do vậy từ (1) suy ra :                   pa4m + qb4m  
[image: image555.wmf]M

 5  
[image: image556.wmf]Û

 p + q 
[image: image557.wmf]M

 5 

   *Nhận xét : *  Bài toán này có thể áp dụng định lí Fermat để giải như sau :

            Ta có ( a ,5) = (b , 5) = 1 nên a4 
[image: image558.wmf]º

 1 (mod 5) và b4 
[image: image559.wmf]º

 1 (mod 5). Suy ra  pa4m + qb4m  
[image: image560.wmf]º

 p +q (mod 5).


[image: image561.wmf]Þ

 pa4m + qb4m  
[image: image562.wmf]º

 0(mod 5) 
[image: image563.wmf]Û

 p +q 
[image: image564.wmf]º

 0(mod 5)

             Vậy pa4m + qb4m  
[image: image565.wmf]M

 5  
[image: image566.wmf]Û

 p + q 
[image: image567.wmf]M

 5

                      * Bài toán tổng quát : Cho p là số  nguyên tố ;a1 , a2,…,an  là các số nguyên không chia hết cho p.

 p1 , p2,…,pn  và k1 , k2,…,kn  lầ các số tự nhiên .Chứng minh rằng :

                
[image: image568.wmf]12
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 chia hết cho p khi và chỉ khi  p1 +  p2 + …+  pn  chia hết cho p .
Bài 4 : Cho f(x) là đa thức với hệ số nguyên :

       f(x) = anxn + an-1xn-1 +…+ a1x + a0 (ai  
[image: image569.wmf]Î

Z; i = 0,1,…,n);a,b là hai số nguyên khác nhau .

Chứng minh rằng : f(a) – f(b) 
[image: image570.wmf]M

 a- b 

Áp dụng : Chứng minh rằng không có đa thức P(x) nào với hệ số nguyên có thể có giá trị P(7) = 5 và P (15) = 9.

Bài làm : 

       Ta có : f(a) = an an + an-1 an-1 +…+ a1a + a0 

                   f(b) = an bn + an-1 bn-1 +…+ a1b + a0 

 suy ra : f(a) – f(b) = an (an – bn) + an-1( an-1 –bn-1)+…+ a1 (a – b )

   Vì ak – bk 
[image: image571.wmf]M

 a – b với k 
[image: image572.wmf]Î

Z  nên f(a) – f(b) 
[image: image573.wmf]M

 a – b (đpcm) 

Áp dụng : giả sử có đa thức P(x) với hai hệ số nguyên sao cho P (7) = 5 và P(15) = 9 khi đó P(15) – P(7) 
[image: image574.wmf]M

 15 – 7 =8 
[image: image575.wmf]Þ

 4 
[image: image576.wmf]M

 8( vô lí ) .Vậy không có đa thức với hệ số nguyên nào có thể có giá trị  P(7) = 5; P (15) = 9.

Bài 5 : 

   a. Chứng minh rằng 
[image: image577.wmf]5
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[image: image579.wmf]7
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 là số nguyên với mọi n 
[image: image580.wmf]Î

 Z

Chứng minh với n chẵn thì 
[image: image581.wmf]12
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    Bài làm : 

Ta có : 
[image: image584.wmf]7
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[image: image586.wmf]53
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 Do đó :   
[image: image587.wmf]5353
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Ta dễ dàng chứng minh được n5 – n 
[image: image588.wmf]M

 10 và  n3 – n 
[image: image589.wmf]M

 6 .

Do đó 
[image: image590.wmf]2
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image591.wmf]53
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  là một số nguyên (đpcm )

Giả sử n = 2m (m 
[image: image592.wmf]Î

 Z ) ta có : 


[image: image593.wmf]232332
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Dễ dàng chứng minh được m(m+1)(2m+1)
[image: image594.wmf]M

 6 nên  
[image: image595.wmf]12
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 + 
[image: image596.wmf]2
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 + 
[image: image597.wmf]3
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 là số nguyên.

Bài 6 : 

Cho A = (10n + 10n-1 +…+10+1)(10n+1 + 5) + 1.Chứng minh rằng A là số chính phương nhưng không là lập phương của một số lập phương của một số tự nhiên .

Bài làm : 

  Ta có : 10n+1 – 1 = (10 – 1 )(10n + 10n – 1 +…+ 10 + 1 ) 

Suy ra : (10n + 10n – 1 +…+ 10 + 1 ) = 
[image: image598.wmf]1
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 (10n+1 – 1 ) 

Do đó : A =
[image: image599.wmf]1
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(10n+1 – 1 ) (10n+1+5)+1= 
[image: image600.wmf]1
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(102n+2+ 4.10n+1 – 5 +9)

                 = 
[image: image601.wmf]1
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(102n+2+ 4.10n+1 +4) = 
[image: image602.wmf]2
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Vì 10n+1 +2 
[image: image603.wmf]M

 3 nên A là số chính phương 

Ta có : 
[image: image604.wmf]1
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    A = 
[image: image605.wmf]2
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chia hết cho 4 nhưng không chia hết cho 8 vì  5.10n + 1 là số lẻ .Vậy A là không là số lập phương của một số tự nhiên .

Bài 7 :Cho an = 22n+1 + 2n+1 +1 và bn =  22n+1 - 2n+1 +1.chứng minh rằng với mỗi số tự nhiên có một và chỉ một trong hai số an ,bn chia hết cho 5.

 Bài làm : 

   Ta có : an .bn = (22n+1 + 2n+1 +1)( 22n+1 - 2n+1 +1) = (22n+1 + 1)2 – (2n+1)2 

                         = 42n+1 + 2 .22n+1 +1 – 22n+2 = 42n+1 +1

  Vì 2n +1 là số lẻ nên 42n+1 +1 
[image: image607.wmf]M

 4 + 1 =5 .Vậy an .bn 
[image: image608.wmf]M

 5 (1)

              an – bn  =   22n+1 + 2n+1 +1 – (22n+1 - 2n+1 +1) = 2n+2 không chia hết cho 5 (2)

  Từ (1),(2) suy ra trong hai số an và  bn có một và chỉ một số chia hết cho 5 với mỗi n là số tự nhiên.

Nhận xét : Để chứng minh một trong hai biểu thức chia hết cho một số nào đó ta xét tích và xét hiệu của hai biểu thức đó .

Bài 8 : Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n ≥ 1 và k là số tự nhiên lẻ ta có 
[image: image609.wmf]2
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[image: image610.wmf]M

 2n+2  .

   Bài làm : chứng minh bằng quy nạp :

Với n = 1 ta có k2 – 1 = (k – 1 )(k +1) 
[image: image611.wmf]M

 8 ( vì k – 1 , k + 1 là chữ số chẵn liên tiếp nên tích của chúng chia hết cho 8 ) 

Giả sử với n = m ta có 
[image: image612.wmf]Î

: 
[image: image613.wmf]2
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 2m+2  
[image: image615.wmf]Þ

 
[image: image616.wmf]2
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[image: image617.wmf]Î

 Z) 
[image: image618.wmf]Þ
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image620.wmf]2
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Với n = m + 1 ta có :

    
[image: image621.wmf]1
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                                                  = 2m+3  (2m+1 q2 + q) 
[image: image623.wmf]M

 2m+3 

Vậy 
[image: image624.wmf]2

n

k

 - 1 
[image: image625.wmf]M

 2n+2    với mọi n ≥ 1 

Bài 10 : Chứng minh rằng số được lập bởi 3n chữ số giống nhau thì chia hết cho 3n  với n là số nguyên dương 

 Bài làm : 

  Ta cần chứng minh :
[image: image626.wmf]º

 
[image: image627.wmf]{
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[image: image628.wmf]M

 3n                                              (1)

Với n = 1 ta có 
[image: image629.wmf]aa
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[image: image630.wmf]M

 3 .Vậy (1) đúng với n =1 

Giả sử (1) đúng với n = k ,tức là ta có : 
[image: image631.wmf]{
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Ta chứng minh (1) đúng với n = k+1 ,tức phải chứng minh: 
[image: image632.wmf]{
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[image: image633.wmf]M

 3k+1 

Thật vậy :

Ta có : 3k+1 = 3k .3 = 3k +3k + 3k 

Do đó : 
[image: image634.wmf]{
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(vì theo giả thiết quy nạp 
[image: image635.wmf]{
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Vậy (1) đúng với n = k+1 do đó (1) đúng với mọi n ≥ 1

Bài 11: Cho a1 ,a2,...,an 
[image: image637.wmf]Î
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[image: image638.wmf]1

n

i

i

a

=

å



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image639.wmf]M

 6.Chứng minh rằng  
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[image: image641.wmf]M
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Bài làm : 

    Ta cần chứng minh : n3 
[image: image642.wmf]º

 n(mod 6)

Thật vậy :     n3 – n = (n – 1 )n(n+1) 
[image: image643.wmf]M

 6(vì n – 1 ,n,n+1 là ba số tự nhiên liên tiếp nên có một số chia hết cho 3 và có ít nhất một số chia hết cho 2 nên tích ba số đó chia hết cho 6 )

    Thay n = a ta được a3 
[image: image644.wmf]º

 a(mod 6) 
[image: image645.wmf]Þ

 
[image: image646.wmf]Þ



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image647.wmf]3
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image648.wmf]º
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   Theo bài ta có : 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image651.wmf]M

 6   (2)

Từ (1) và (2) suy ra 
[image: image652.wmf]3
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Bài 12 : Chứng minh rằng : 
[image: image653.wmf]26
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   Bài làm : 

Ta có : 103 = 1000 
[image: image656.wmf]º

 - 1 (mod 13) vì 1001 = 13. 77

Suy ra  : 103k  
[image: image657.wmf]º

 (- 1)3k (mod 13) 
[image: image658.wmf]Þ

 k . 103k 
[image: image659.wmf]º

 k.(- 1)3k (mod 13).

Do đó : 
[image: image660.wmf]26
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Mà : 
[image: image663.wmf]26
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[image: image664.wmf]º
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Vậy    
[image: image666.wmf]26

1

.(1)

k

k

k

=

-

å



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image667.wmf]º

 0(mod 13)  hay 
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Bài 13 : Tìm ba chữ số tận cùng của 
[image: image669.wmf]2003

9

2


   Bài làm : 

  *Trước hết ta tìm hai chữ số tận cùng của 92003 

Ta có : 92003 = 93 . 92000 =93.(320)200 
[image: image670.wmf]º

 29(mod 100)  

Suy ra  : 
[image: image671.wmf]2003

9

2

  = 2100k + 29 = 229 . (2100)k 
[image: image672.wmf]º

 912.376 (mod 1000) 

                                                                  
[image: image673.wmf]º

 912( mod 1000) 

Vậy ba chữ số tận cùng của 
[image: image674.wmf]2003

9

2

 là 912.

Bài 14 : Một số có 6n chữ số và chia hết cho 7. Chứng minh rằng nếu chuyển chữ số tận cùng lên đầu của số đó thì được một số mới cũng chia hết cho 7.

   Bài làm : 

    Gọi số ban đầu là N= 10A + a ,với a là chữ số tận cùng của số đó và A là số có 6n – 1 chữ số .

    Sau khi chuyển a lên đầu ta được số M = a. 106n – 1  +A 

    Ta chứng minh N – 3M chia hết cho 7 

        Thật vậy : 

Ta có : N – 3M = 7A – a(3. 106n – 1 – 1 )

Áp dụng định lí Fermat ta có : 

      106  
[image: image675.wmf]º

 1(mod 7 ) 
[image: image676.wmf]Þ

 106n 
[image: image677.wmf]º

 1(mod 7 )    
[image: image678.wmf]Þ

  3.106n  
[image: image679.wmf]º

 3(mod 7 ) 
[image: image680.wmf]Þ

 3.106n  
[image: image681.wmf]º

 10 (mod 7 ) 
[image: image682.wmf]Þ

3.106n – 1   
[image: image683.wmf]º

 1 (mod 7 )


[image: image684.wmf]Þ

3.106n – 1 – 1    
[image: image685.wmf]º

 0 (mod 7 )  hay a(3. 106n – 1 – 1 ) chia hết cho 7  (1)

Mà 7A chia hết cho 7        (2)

Từ (1),(2)  suy ra N – 3M chia hết cho 7 

Theo bài ta có N chia hết cho 7 nên suy ra 3M cũng chia hết cho 7 

Mà ƯCLN (3,7) = 1 suy ra M chia hết cho 7.(đpcm)

3.Bài tập tự luyện 

Bài 15 :Chứng minh rằng :

2n + 
[image: image686.wmf]11...1

n

123

 chia hết cho 3 


[image: image687.wmf]11...1

81

123

 chia hết cho 81

Bài 16 .Chứng minh rằng : 

a. 
[image: image688.wmf]9
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                                    b.12013+22013+…+20132013  
[image: image689.wmf]M

 11 

Bài 17: Chứng minh rằng tích của k số nguyên liên tiếp chia hết cho k!

Bài 18 : Cho a,b không chia hết cho 5 .Chứng minh rằng a4  - b4 chia hết cho 5 .

Bài 19 : 

Chứng minh rằng với mọi số nguyên m,n 
[image: image690.wmf]Î

 Z ta có : 

a.n2(n2 – 1 ) 
[image: image691.wmf]M

 12                                                  c.n2(n4 – 1 ) 
[image: image692.wmf]M

 60

b. mn(m4 – n4) 
[image: image693.wmf]M

 30                                             d. 2n(16 – n4) 
[image: image694.wmf]M

 30                                             
Bài 20 : Chứng minh rằng các biểu thức sau là số nguyên với mọi n nguyên : 

a. A = 
[image: image695.wmf]9753
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b.B = 
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Bài 21 :Chứng minh rằng biểu thức A = (23n+1+2n)(n5 - n) chia hết cho 30 với mọi n 
[image: image697.wmf]Î

 N

Bài 22: Cho f(x ) = xn + an – 1 xn – 1 +…+a1x+a0  ; ai  
[image: image698.wmf]Î

Z; i = 0,1,…,n – 1. Giả sử m  ≠ 
[image: image699.wmf]1

±

 là nghiệm của f(x). 

Chứng minh rằng f(1) 
[image: image700.wmf]M

 (1 – m ) và f(-1 ) 
[image: image701.wmf]M

 (1 + m )

Bài 23 : Chứng minh rằng nếu 
[image: image702.wmf]1
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 với mọi số tự nhiên n .

Bài 24 : Chứng minh rằng : 

a. 
[image: image704.wmf]7
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                    b. 
[image: image705.wmf]69220119
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Bài 25 : Tìm ba chữ số tận cùng của 
[image: image706.wmf]2003
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Bài 26: Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n ta có : 

a.
[image: image707.wmf]135445
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                        b.  
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Bài 27 : Cho p,k,n là các số nguyên dương.

Chứng minh rằng np+4k – np 
[image: image711.wmf]M

 10 . 

Bài 28 : Cho 3 số nguyên x ,y,z thỏa mãn x + y + z chia hết cho 6 .Chứng minh rằng M= (x+ y) (y + z)(z+ x) – 2 xyz chia hết cho 6

Bài  29 : Cho 4 số nguyên phân biệt a,b,c,d.Chứng minh rằng :

    (a - b)(a - c)(a - d)(b - c)(b - d)(c - d) 
[image: image712.wmf]M

 12 

Bài 30 : Chứng minh rằng :

n4 + 6n3  +112 + 6n 
[image: image713.wmf]M

 24 với 
[image: image714.wmf]nZ

"Î


n4 -  4n3  - 4n2 + 16n 
[image: image715.wmf]M

 384 với n chẵn và n> 4 

Bài 31 : Chứng minh rằng biểu thức A = (23n+1 + 2n)(n5 - n) chia hết cho 30 với mọi số tự nhiên n. 

	      DẠNG  2 : CÁC BÀI TOÁN VỀ TÌM SỐ TỰ NHIÊN N THỎA MÃN ĐIỀU KIỆN CHIA HẾT 

 


Phương pháp :

-  Giả sử tìm n 
[image: image716.wmf]Î

 N sao cho A(n) 
[image: image717.wmf]M

 B(n) 

  -   Biến đổi điều kiện A(n) 
[image: image718.wmf]M

 B(n)  
[image: image719.wmf]Û

 k 
[image: image720.wmf]M

 B(n) (với k là số tự nhiên không phụ thuộc n) ,từ đó tìm n

   -  Thử lại các giá trị tìm được của n để có A(n) 
[image: image721.wmf]M

 B(n) 

2. Hệ thống các bài tập 

Bài 32: 

a.  Tìm các số nguyên dương n sao cho n2 + 1 chia hết cho n + 1 

b.  Tìm số nguyên n để 3n – 8 chia hết cho n – 4 

      Bài làm : 

Giả sử : n2 + 1 
[image: image722.wmf]M

  n + 1 ,khi đó n2 + 1 = (n2 – 1 )+ 2 
[image: image723.wmf]M

  n + 1  

Vì n2 – 1 = (n – 1 ) (n + 1 ) 
[image: image724.wmf]M

  n + 1 nên  suy ra 2 
[image: image725.wmf]M

  n + 1 

Mà Ư(2) = 
[image: image726.wmf]{

}

1;2

 suy ra n + 1  = 1 hoặc n + 1 = 2 

                                     Suy ra n = 0 hoặc n = 1 

Vì n nguyên dương nên n = 1 

Thử lại : với n = 1 ta có n2 + 1 = 12 + 1 = 2 
[image: image727.wmf]M

  1 + 1  (đúng) 

Vậy với n = 1 thì n2 + 1 chia hết cho n + 1 

   b. Giả sử 3n – 8  
[image: image728.wmf]M

  n – 4 khi đó 3n – 8 = 3(n – 4 ) + 4   
[image: image729.wmf]M

  n – 4
[image: image730.wmf]
   
[image: image731.wmf]Û

 4 
[image: image732.wmf]M

  n – 4
[image: image733.wmf] 
[image: image734.wmf]Û

 n – 4 = 
[image: image735.wmf]1;2;4
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  n 
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     Bài 31 :

a.  Tìm số nguyên dương n thỏa mãn điều kiện (n + 5)(n + 6) 
[image: image739.wmf]M

 6n 

b.  Tìm tất cả các số tự nhiên n sao cho (n – 1 )! chia hết cho n 

     Bài làm : 

Ta có : P = (n + 5) (n + 6)  = n2 + 11n + 30 = 12n + (n2 – n +30) 

                 
[image: image740.wmf]Þ

   P 
[image: image741.wmf]M

 6n  
[image: image742.wmf]Û

 n2 – n +30 
[image: image743.wmf]M

 6n   

    Vì n2 – n 
[image: image744.wmf]M

 n nên 30  
[image: image745.wmf]M

 n và 30 
[image: image746.wmf]M

 6 nên   n2 – n 
[image: image747.wmf]M

 3  

Vậy n là ước dương của 30 và n chia hết cho 3 dư 0 hoặc dư 1 

Suy ra : 
[image: image748.wmf]{

}

1;3;6;10;15;30

n

Î


Trong các giá trị trên chỉ có   
[image: image749.wmf]{

}

1;3;10;30

n

Î

 thỏa mãn điều kiện bài toán .

Ta có : (n – 1 )! = 1.2.3…(n – 1 ) 

Nếu n là số nguyên tố thì (n – 1 )! 
[image: image750.wmf]M

 n 

Nếu n là hợp số có dạng n = a.b (với a ≠ b và1< a < n;          1< b <n) thì trong tích 1.2.3…(n – 1 ) có hai thừa số a và b nên (n – 1 )! 
[image: image751.wmf]M

n 

Nếu n là hợp số có dạng n = p2 ( với p là số nguyên tố ) thì : 

+ Nếu p > 2 thì p2 – 1 ≥ 2p 
do đó 2p2 = p(2p) là ước của (p2 – 1)! Suy ra p2  = n là ước của (n – 1 )! 

 + Nếu p = 2 thì n = 4 không là ước của 3! 

      Vậy (n – 1 ) ! 
[image: image752.wmf]M

n khi n là hợp số khác 4 

Bài 33 :

Tìm số tự nhiên n biết tích các chữ số của n bằng n2 – 10n – 22 

Tìm số tự nhiên n biết tổng các chữ số của n bằng : 

                     S(n) = n2 – 2003 n + 5 

Tìm số tự nhiên n sao cho n + S(n) + S(S(n)) = 60 ,với S(n) là tổng các chữ số của n 

Bài làm : 

Để làm bài này trước hết ta chứng minh một nhận xét nhỏ : một số có n chữ số bao giờ chũng không nhỏ hơn tích các chữ số của nó .

        Thật vậy : 

Ta có 
[image: image753.wmf]1211
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Như vậy theo bài ta có : 

     0 ≤  n2 – 10n – 22 
[image: image754.wmf]≤ n
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Thử lại : với n = 12 thì 1.2 = 122 – 10.12 – 22 (đúng ) 

Vậy n = 12 là số tự nhiên cần tìm  
[image: image757.wmf]2
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[image: image758.wmf]
Tìm n để  S(n) = n2 – 2003 n + 5  với S(n) là tổng các chữ số của n 

Ta luôn có : 0 <  S(n) ≤ n 

  Cách 1 : 

       + Nếu 1 ≤ n ≤ 2002 thì (n – 1 )(n – 2002 )= n2 – 2003n +2002 ≤ 0

Suy ra n2 – 2003 n +  5 < 0 .Vô lí .

       + Nếu n = 2003 thì S(n) = 20032 – 2003 .2003 + 5 = 5  = 2+0+0+3 (thỏa mãn ) 

       + Nếu n > 2003 thì  n – 2003 ≥ 1 , 

              khi đó S(n) = n2 – 2003 n + 5 = n ( n – 2003) + 5 > n ,vô lí 

 Vậy với n = 2003 thì S(n) = n2 – 2003 n + 5

   Cách 2 : 

         Ta có : 0 < S(n) ≤ n        nên : 

    
[image: image759.wmf]
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  Thử lại với n =2003 thì S(n) = n2 – 2003n + 5 

Vậy với n = 2003 thỏa mãn điều kiện đề bài .

Tìm n để n + S(n) + S(S(n)) = 60 

  Vì S(n) ≥ 1 nên n ≤ 59  
[image: image761.wmf]Þ

 S(n) ≤ 14
[image: image762.wmf]Þ

 S(S(n)) ≤ 9.Do đó : 

        n = 60 – S(n ) – S( S(n)) ≥ 60 – 14 – 9 = 37 

Vậy :                         37  ≤    n    ≤   59          (1)

Mặt khác : vì n 
[image: image763.wmf]º

 S(n) (mod 9) và  S(n) 
[image: image764.wmf]º

 S(S(n)) (mod 0) 

nên 60 = n + S(n) + S(S(n)) 
[image: image765.wmf]º

 n +n + n (mod 9) 
[image: image766.wmf]Þ

 3 n 
[image: image767.wmf]º

 6(mod 9 ) 
[image: image768.wmf]Þ

 n 
[image: image769.wmf]º

 2 (mod 9)   (2)

Từ (1) ,(2) suy ra n 
[image: image770.wmf]Î
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[image: image772.wmf]
Thử lại ta thấy n = 44 ; n = 47 ; n = 50 thỏa mãn đề bài .

Bài 34 : Tìm các chữ số x ; y để : 

a. 
[image: image773.wmf]7365

xy

 
[image: image774.wmf]M

1375                                     b. 
[image: image775.wmf]135445
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  Bài làm : 

a. 
[image: image776.wmf]7365

xy
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    ta có : 1375 = 125 .11 

         
[image: image778.wmf]7365
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[image: image780.wmf]Û
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 y =2 ;

       
[image: image784.wmf]7365
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11  
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(5 + 6 +x) – (2 + 3 + 7 ) = 12 – x 
[image: image787.wmf]M

11
[image: image788.wmf]Û

 x = 1 

Vậy số cần tìm là 713625 .

b. 
[image: image789.wmf]135445
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Ta có : 
[image: image790.wmf]135445
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 5 và  
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 9    

    + 
[image: image796.wmf]1354
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 5    
[image: image798.wmf]Û

 y = 0 hoặc y = 5 

Với y = 0 : 
[image: image799.wmf]13540

x

 
[image: image800.wmf]M

 9    
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 1+ 3 + 5 + x+ 4 + 0  
[image: image802.wmf]M

 9   

                                                       
[image: image803.wmf]Û

  x = 5


[image: image804.wmf]Þ

 ta được số  135540 

Với y = 5 : 
[image: image805.wmf]13545

x
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 9   
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 1+ 3 + 5 + x+ 4 + 5 
[image: image808.wmf]M

 9   

                                                       
[image: image809.wmf]Û

  x = 0 hoặc x = 9 


[image: image810.wmf]Þ

 ta được hai số  135045  và    135945

Bài 35 : Với những số nguyên nào của x (0 ≤ x ≤ 9) thì các số 
[image: image811.wmf]{
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 và  
[image: image812.wmf]{
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 đồng thời là tích của hai số tự nhiên liên tiếp với mọi số tự nhiên n ≥ 1.

Bài làm : 

   Với n = 1 hai số 
[image: image813.wmf]4

x

 và  
[image: image814.wmf]1

x

  đồng thời là tích của hai số tự nhiên liên tiếp chỉ với x = 2 (42 = 6.7 ;12 = 3.4 )

    Ta sẽ chứng minh với x = 2 thì kết quả đúng với mọi n ≥ 1.

   Thật vậy : 

       Ta có : 
[image: image815.wmf]{
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      Vì 10n – 1 = (10 – 1 ) (10n – 1 +10n – 2 +…+10+1) 

                       = 9.(10n – 1 +10n – 2 +…+10+1) chia hết cho 3 

     Nên 
[image: image818.wmf]2(101)
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   và   
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 là hai số tự nhiên liên tiếp 

  Vậy  
[image: image821.wmf]{
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  là tích của 2 số tự nhiên liên tiếp khi x = 2 .

  Tương tự : 

                  
[image: image822.wmf]{
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   cũng là tích của hai số tự nhiên liên tiếp  với mọi n ≥ 1

    Bài 36 :   Tìm số tự nhiên n thỏa mãn n + S(n) = 94 với S(n) là tổng các chữ số của n .

Bài làm: 

    Vì n + S(n) =94 nên n < 94 ,do đó n có hai chữ số ,suy ra S(n) ≤ 18 .Theo bài n = S(n) = 94 suy ra n = 94 – S(n) ≥ 94 – 18 = 76

Gọi n = 
[image: image824.wmf]ab

 ta có : 
[image: image825.wmf]ab

 + a + b = 94 
[image: image826.wmf]Û

 11a + 2 b = 94 

Với a = 7 thì b = (94 – 77) : 2 
[image: image827.wmf]Î

 N ( loại ) 

Với a = 8 thì b = 3 
[image: image828.wmf]Î

N 

Vậy số cần tìm là 83

3.Bài tập đề nghị :

  Bài 37 : Tìm chữ số a để 
[image: image829.wmf]11

aaa

 chia hết cho 11.

  Bài 38 : Tìm các chữ số x , y thỏa mãn : 

a.  
[image: image830.wmf]1234

xy

  
[image: image831.wmf]M

 72                                          b.
[image: image832.wmf]278

x

  
[image: image833.wmf]M

  17   

  Bài 39 : Tìm tất cả số tự nhiên n thỏa mãn một trong các điều kiện sau : 

n + 11 
[image: image834.wmf]M

 n – 1                                   c. 7n 
[image: image835.wmf]M

 n – 3 

n2 + 2n + 6 
[image: image836.wmf]M

 n + 4 

        Bài 40 : Tìm n 
[image: image837.wmf]Î

 Z để : 

n 2  + n + 1 
[image: image838.wmf]M

 n + 1                                     c. n 3  - 8n2  + 2n 
[image: image839.wmf]M

 n 2  +1 

2n + 1 
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 n 2  + n + 1                      
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